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Geleitwort 

In der Didaktik der Bruchrechnung werden seit vielen Jahren Vorstellungen und 
Vorgehensweisen von Lernenden mit Brüchen analysiert mit dem Ziel, Defizite 
aufzudecken und sie durch geeignete Unterrichtsvorschläge zu überwinden. 
Dabei wurden zwar viele Fehlvorstellungen und typische Fehler identifiziert, 
doch eine ressourcenorientierte Sichtweise auf die Denk- und Vorgehensweisen 
der Lernenden ist dagegen bislang nur rudimentär entwickelt, ebenso wie eine 
Beschreibungssprache, um diese Denk- und Vorgehensweisen in ihrem struktu-
rellen Kern zu erfassen.  

Andrea Schink hat in ihrer empirischen Erhebung für beides ein aufschluss-
reiches Modell geliefert, indem sie in schriftlichen Tests und Interviews die 
Denk- und Vorgehensweisen von Lernenden in ihrer Eigenlogik erfasst und mit 
einer neu entwickelten Systematik beschreibt. Entstanden ist dabei ein tiefgehen-
des, facettenreiches Bild, das die Bedeutung der Beziehung zwischen Teil, Anteil 
und Ganzem, der flexiblen Strukturierungen und des Aufeinanderbeziehens die-
ser Bestandteile für einen flexiblen Umgang mit Brüchen herausarbeitet. Damit 
geht die Autorin weit über bestehende Kategorisierungen durch Grundvorstel-
lungen hinaus und entfaltet ein tiefergehendes Bild vom Denken mit Brüchen.  

Die Arbeit sensibilisiert in erheblichem Maße für die Komplexität des mathema-
tischen Feldes, indem sie die komplexen Ansprüche unterschiedlicher Aufgaben 
aufzeigt, vor allem aber die ungeheure Vielfalt der Denk- und Vorgehensweisen, 
mit denen die Lernenden die Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem 
strukturieren. Überzeugend aufgezeigt wird in den umfassenden Analysen der 
Mehrgewinn des ausgearbeiteten theoretischen Rahmens für das Nachvollziehen 
komplexer individueller Denk- und Vorgehensweisen.  

Wie diese empirischen Erkenntnisse in die Gestaltung von Lernarrangements 
einfließen können, macht die Autorin ausblickartig auf den letzten Seiten ihrer 
Arbeit deutlich. Die Ausblicke zeigen, welches konstruktive Potential in den 
Befunden steckt, die in Zukunft weiter fruchtbar gemacht werden. 

 

Susanne Prediger, IEEM, TU Dortmund 
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Einleitung 

„Ich kann mit dem Bruch nicht umgehen. Textaufgaben von Brüchen waren schon immer schwer.“  
„Wir können nur normale Aufgaben“  
„[...] und man vergisst schnell, Brüche zu rechnen.“ 
(Nimeth [GeS_149, 2009]) 

 
Nimeth, eine Schülerin der siebten Klasse, hat an einem Test zu Brüchen teilge-
nommen, der der vorliegenden Arbeit zugrunde liegt. 
Mit diesen Bemerkungen kommentiert sie zunächst die Aufgaben – die Testleite-
rinnen und -leiter hatten die Lernenden dazu aufgefordert, alles, was ihnen zu 
den Aufgaben einfällt, mit aufzuschreiben.  
In ihren Äußerungen scheinen dabei aber auch noch grundsätzlichere Feststel-
lungen im Hinblick auf Brüche allgemein zu stecken, denn sie äußert hier impli-
zit auch ihren Unmut, was das Thema Bruchrechnung angeht. Dabei kommt sie 
auf mehrere für diese Arbeit wesentliche Punkte zu sprechen: 

„Ich kann mit dem Bruch nicht umgehen“ 
In diesem Satz ist das Umgehen mit Brüchen zentral: Nimeth stellt für sich fest, 
dass sie mit Brüchen nicht umgehen kann. Diesen Kommentar schreibt sie an 
eine Aufgabe, in der sie 5/8 von 16 Bonbons bestimmen soll (s. Abb. 0-1).  
 

 
Abb. 0-1: Nimeths [GeS_149] Bearbeitung der Bonbonaufgabe 

 
Was dabei erstaunlich ist, ist, dass Nimeth insgesamt im Test recht erfolgreich 
ist: So kann sie die Aufgabe, das Ganze zu 1/4 zu bestimmen, wenn 1/4 sechs 
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Bonbons sind, richtig lösen und löst auch eine strukturgleiche weitere Aufgabe 
richtig, in der sie das Ganze zum Anteil 2/3 und zum Teil 6 berechnen soll. 
 Auch weitere Aufgaben, bei denen das Ganze zeichnerisch zu einem gegebenen 
Teil und Anteil bestimmt werden soll, kann sie richtig lösen. Lediglich wenige 
Stellen des Tests bearbeitet sie aus fachlicher Sicht nicht vollständig tragfähig. 
Dieser Widerspruch zwischen ihrer eigenen Bewertung und der Einschätzung 
ihrer Bearbeitungen aus fachlicher Sicht ist bemerkenswert. Es stellt sich die 
Frage, wie Nimeth zu der Aussage gelangt, „mit dem Bruch“ nicht umgehen zu 
können. Was versteht Nimeth unter dem Umgehen mit Brüchen? Und bezieht 
sich ihre Aussage nur auf den einen konkreten Aufgabenteil? Dafür spricht die 
Tatsache, dass sie im nächsten Satz direkt auf das vorliegende Aufgabenformat 
zu sprechen kommt: „Textaufgaben von Brüchen waren schon immer schwer“.  
Allerdings erklärt dies nicht die Tatsache, dass Nimeth trotz des Verweises auf 
die Schwierigkeiten, die ihr Textaufgaben bereiten, die folgende Aufgabe – eben-
falls eine Textaufgabe – richtig bearbeitet.  

„Wir können nur normale Aufgaben“  
Diesen Satz schreibt Nimeth ganz unten groß auf die erste Seite des Tests. Es ist 
nicht eindeutig, ob sie sich damit lediglich auf die letzte Aufgabe oder auch auf 
weitere bezieht.  
Wenn sich dieser Satz auf die letzte Aufgabe bezieht, könnte er sich auf die Auf-
gabenstruktur beziehen: In der Aufgabe geht es um das Bestimmen des Ganzen 
zum Teil und Anteil und nicht um die meist häufiger im Unterricht anzutreffende 
Variante des Bestimmens des Teils zum Ganzen. Das Bestimmen des Ganzen 
zum Teil ist dabei eine Anforderung, die zwar strukturell nicht unbedingt schwie-
riger ist, die aber ein Umdenken erfordert. Andererseits könnte sich die Aussage 
auch auf das Aufgabenformat beziehen, d. h. zum Beispiel Textaufgaben im 
Vergleich zu „Rechenaufgaben“. Bei Textaufgaben müssen die relevanten Daten 
erst aus dem Text erschlossen werden und es muss die geeignete Operation aus-
gewählt werden. Erst im Anschluss kann die Aufgabe z. B. über ein verfügbares 
oder eingeübtes Verfahren rechnerisch gelöst werden. Das inhaltliche Interpretie-
ren von „Textaufgaben“ kann damit den Umgang mit Brüchen erschweren.  
Nimeth stellt für die zweite Bonbonaufgabe (vermutlich im ersten Anlauf) den 
Term 1/4 x 6 auf und berechnet als Ergebnis richtig 6/4. Diese Mathematisierung 
ist jedoch für die vorliegende Textaufgabe ungeeignet: Mit der Multiplikation der 
beiden in der Aufgabenstellung gegebenen Zahlen kann man nicht die gefragte 
Gesamtanzahl der Bonbons errechnen. 
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Aber auch wenn man weiß, welche Operation für die vorliegende Aufgabe hilf-
reich ist, können sich Schwierigkeiten ergeben, die Nimeth in einem weiteren 
Kommentar anspricht: 

„[...] und man vergisst schnell, Brüche zu rechnen.“ 
Diese Aussage bezieht sich ebenso wie ihre erste Äußerung auf den Umgang mit 
Brüchen, spricht hier aber den Kalkül als einen speziellen Aspekt an. Nimeth 
schreibt den Satz zwar unter eine an anderer Stelle im Test vorkommende Auf-
gabe, doch er gewinnt auch über die lokale Stelle hinweg Bedeutung: Das Rech-
nen mit Brüchen kann schwer fallen, denn Rechenregeln können schnell verges-
sen werden, wenn sie nicht mit inhaltlichen Vorstellungen verbunden werden. 
In Nimeths Bearbeitungen lassen sich keine direkten Hinweise auf einen fehler-
haften Kalkül finden. Im Gegenteil kann sie z. T. sehr gut inhaltlich argumentie-
ren und löst auf diese Weise auch die bereits angesprochene zweite Bonbonauf-
gabe, indem sie über die Anzahl der zu einem Ganzen benötigten Viertel argu-
mentiert und die Gesamtanzahl als 4x6 berechnet.  
Nimeths Anmerkungen zum schriftlichen Test spannen einen Bogen über zentra-
le Inhalte dieser Arbeit. 

Flexibler Umgang mit Brüchen  
Brüche und Bruchrechnung sind ein zentrales Thema im Mathematikunterricht 
der Sekundarstufe I. Auch später in der Algebra (z. B. bei der Umformung von 
Gleichungen), kommt Brüchen eine wichtige Rolle zu (vgl. Ministerium für 
Schule, Jugend und Kinder des Landes Nordrhein-Westfalen 2004).  
Internationale und deutsche empirische Studien stellen jedoch immer wieder fest, 
dass Lernende häufig Probleme mit diesem Bereich der Mathematik haben (z. B. 
Wartha 2007, Padberg 2009, Prediger 2008a, Fischbein et al. 1985 und viele 
weitere): Schülerinnen und Schüler können zwar im Allgemeinen den Kalkül 
durchführen, aber sie können häufig nicht die damit verbundenen inhaltlichen 
Vorstellungen aktivieren und der Kalkül bleibt daher für viele inhaltsleer, unver-
standen und damit potenziell auch fehleranfällig (z. B. Hasemann 1981, Padberg 
2009, Prediger 2009a). Der Aufbau von tragfähigen Vorstellungen für Brüche 
und für den Umgang mit ihnen wird indessen immer wieder gefordert (z. B. 
Malle 2004, Grassmann 1993a / 1993c, Prediger 2009b, Lesh 1979, Streefland 
1991, Aksu 1997).  
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Von der Vorstudie zur Hauptstudie –  
Von der Multiplikation zum flexiblen Umgang mit Brüchen  
Gestartet ist das Promotionsprojekt, das der vorliegenden Arbeit zugrunde liegt, 
ursprünglich mit der Absicht, den mathematischen Hintergrund der Multiplikati-
on von Brüchen, Forschungsbefunde und individuelle Sichtweisen der Lernen-
den fachlich zu erfassen bzw. empirisch zu erheben. Das Ziel bestand – der Di-
daktischen Rekonstruktion folgend (Kattmann et al. 1997) – darin, aus diesen 
Erkenntnissen Handlungsmöglichkeiten für die Praxis abzuleiten: Wie könnte ein 
Lernweg zur Multiplikation von Brüchen aussehen, der ausgehend von den Vor-
kenntnissen und Annahmen der Lernenden anschaulich zum mathematisch trag-
fähigen Konzept hinführen kann (Prediger 2009b)? Zu diesem Zweck wurde ein 
bereits existierender Zugang zur Multiplikation als Anteil-vom-Anteil-Nehmen 
über Falten als Ausgangspunkt gewählt (Affolter et al. 2004). 
Die Vorstudie zeigte jedoch, dass ein Vorstellungsaufbau zur Multiplikation wei-
tere zuvor aufgebaute Vorstellungen und Fähigkeiten voraussetzt. Als ein wichti-
ges epistemologisches Hindernis zum Verständnis der Multiplikation als Anteil-
vom-Anteil-Nehmen stellten sich die Wahl und Interpretation der Bezugsgröße 
(des Ganzen) heraus: Die Prozesse der Lernenden in den Interviews zeigten, dass 
das Herstellen von Zusammenhängen zwischen Teil, Anteil und Ganzem – spezi-
ell die Wahl des Ganzen für den Bruch – auch für starke Schülerinnen und Schü-
ler eine Herausforderung darstellen kann. Gleichzeitig sensibilisierten die Pro-
zesse auch für die Vielfalt der Strategien und Vorgehensweisen, die Lernende 
nutzen, um sich die Strukturen zu erschließen. 
Die Bezugsgröße erhält ihre Bedeutung für die Bruchrechnung allerdings nicht 
erst bei der Multiplikation: Das Herstellen von Zusammenhängen zwischen Teil, 
Anteil und Ganzem ist für einen flexiblen Umgang mit Brüchen schon zu Beginn 
der Bruchrechnung wichtig. Um eine Frage wie „Gib den Anteil an!“ beantwor-
ten zu können, muss man sich unwillkürlich die Frage stellen „Wovon denn?“. 
Demnach ist die Frage nach dem Herstellen von Zusammenhängen bereits ganz 
zu Beginn des Umgehens mit Brüchen eine berechtigte Perspektive, denn schon 
bei Aufgaben, bei denen Anteile von Flächen eingefärbt oder abgelesen werden 
sollen, muss man z. B. das Ganze – das dort meist noch „offensichtlich“, d. h. 
meist gegenständlich konkret ist – identifizieren und strukturieren. Der umge-
kehrte Weg, ein Ganzes zu einem Teil und Anteil zu bestimmen, ist dabei nicht 
minder wichtig im Hinblick auf das Herstellen und Erkunden von strukturellen 
Zusammenhängen zwischen Teil, Anteil und Ganzem: 
  
Wie strukturieren Schülerinnen und Schüler Zusammenhänge? Wie denken sie 
überhaupt über das Ganze? Wie finden sie das Ganze? Was ändert sich bei Teil 
und Anteil, wenn das Ganze größer oder kleiner wird?  
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Hier ist es wichtig, neben der fachlichen Klärung auch die Lernendenvorstellun-
gen gleichberechtigt mit in die Analyse einzubeziehen: Was denken Lernende 
anders, als es die Mathematik formal standardmäßig vorgibt? Warum denken sie 
das anders und wie kann das Wissen um diese Differenz oder Andersartigkeit 
zum einen Fehler erklären helfen, aber dann auch zum anderen umgekehrt pro-
duktiv für die fachliche Klärung und die Konzeption von Lernumgebungen ge-
nutzt werden? 
Aus diesen Fragestellungen hat sich der Forschungsfokus zum flexiblen Umgang 
mit Brüchen herausgeschärft: In der Hauptuntersuchung der vorliegenden Arbeit 
wird der Umgang mit Brüchen von Lernenden einer sechsten Klasse zu Beginn 
der Bruchrechnung in Interviews bzw. in acht siebten Klassen nach der Behand-
lung der Bruchrechnung in einer schriftlichen Erhebung untersucht, wobei Auf-
gaben der schriftlichen Erhebung für sieben dieser Klassen vertieft ausgewertet 
wurden. Dabei liegt der Schwerpunkt der Untersuchung auf einem flexiblen 
Umgang mit Brüchen. Damit ergeben sich folgende Forschungsfragen, die in den 
einzelnen Kapiteln für die verschiedenen Konstellationen von Teil, Anteil und 
Ganzem weiter konkretisiert werden: 

1. Wie gehen Lernende in unterschiedlichen Konstellationen mit Teil, An-
teil und Ganzem um? 
a) Wie strukturieren Lernende in unterschiedlichen Konstellationen 

Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem? 
b) Welche Vorstellungen vom Ganzen aktivieren Lernende und inwie-

fern haben diese einen Einfluss auf die Strukturierung der Konstel-
lationen? 

2. Wie können Schwierigkeiten und Hürden von Lernenden beim Umgang 
mit Brüchen überwunden werden?  

Aufbau der Arbeit 
In Kapitel 1 wird der theoretische Hintergrund für diese Arbeit dargestellt:  
Als Grundlage für die Sichtweise auf Lernen in dieser Arbeit wird Lernen aus 
konstruktivistischer Sicht erläutert. Dazu gehören Konzepte wie individuelle 
Vorstellungen und ihre Bedeutung für das Lernen. 
In dieser Sichtweise auf Lernen verortet sich das Forschungsprogramm der Di-
daktischen Rekonstruktion, dem die vorliegende Arbeit in ihrem Forschungs- 
und Entwicklungsprozess folgt.  
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Im Anschluss werden sowohl empirische Befunde zum Umgang von Lernenden 
mit Brüchen als auch das hier entwickelte Konzept eines flexiblen Umgangs mit 
Brüchen dargestellt. 
 
„Ich kann mit dem Bruch nicht umgehen“: Zu einem flexiblen Umgang mit 
Brüchen gehören in dem dieser Arbeit zugrunde liegenden Verständnis folgende 
Aspekte: 

• Vorstellungen zu den Brüchen und ihren Operationen, denn „man ver-
gisst schnell, Brüche zu rechnen“: Damit das Umgehen mit Brüchen 
nicht inhaltsleer bleibt, müssen inhaltliche Vorstellungen von Brüchen 
und ihren Operationen erworben werden. Für die Beschreibung der prä-
skriptiven Vorstellungen aus stoffdidaktischer Sicht wird das Modell der 
Grundvorstellungen (vom Hofe 1992, vom Hofe 1995) herangezogen 
und für die Brüche konkretisiert.  

• Nutzen operativer Vorgehensweisen beim Umgehen mit Brüchen in ver-
schiedenen Konstellationen und mit verschiedenen Qualitäten des Gan-
zen (z. B. diskret oder kontinuierlich) sowie Einheiten bilden und um-
bilden, damit Schülerinnen und Schüler nicht nur „normale Aufgaben“ 
mit dem Umgehen mit Brüchen verbinden: Das Umgehen mit Brüchen 
bedeutet, dass man Teil, Anteil und Ganzes aus verschiedenen Perspek-
tiven sehen kann und nicht nur den Teil vom Ganzen bestimmt. Dabei 
liegt der Fokus nicht auf der Ebene einzelner „typischer“ Aufgaben: Für 
das Umgehen mit Brüchen ist das Durchdringen von strukturellen Zu-
sammenhängen zwischen Teil, Anteil und Ganzem essentiell. Hier kön-
nen sich operative Vorgehensweisen als fruchtbar erweisen, um z. B. 
strukturelle Einheiten vom Ganzen zu bilden.  

 
In Kapitel 2 werden die methodologischen Entscheidungen für das dieser Arbeit 
zugrunde liegende Forschungsprojekt dargelegt. Es werden sowohl die Erhe-
bungs- und Auswertungsmethoden dargestellt und methodisch verortet als auch 
die eingesetzten Aufgaben stoffdidaktisch eingeordnet.  
Diese Beschreibung wird durch einen Überblick über den Ablauf der Erhebungen 
und ihr Einfließen in die Analyse ergänzt. 
Kapitel 3 stellt knapp die Vorstudie vor, die zur Herausbildung des Forschungs-
fokus in der Hauptuntersuchung geführt hat. Es werden das Design und der Ab-
lauf dargestellt sowie ein Einblick in einen für die Ausschärfung des Forschungs-
fokus der Hauptuntersuchung entscheidenden Datenausschnitt der empirischen 
Erhebung gegeben. Damit nimmt dieses Kapitel einen Sonderstatus ein, da es 
zwar den Ausgangspunkt für die hauptsächlich geschilderte Untersuchung dar-
stellt, sich ansonsten aber vom Forschungsfokus her insofern unterscheidet, als 
es sich explizit auf die Multiplikation von Brüchen bezieht. Es stellt in sich einen 
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abgeschlossenen Teil der Arbeit dar und kann unabhängig vom Rest gelesen 
werden. 
Kapitel 4 bildet einen quantitativen Überblick über die im Haupttest erhobenen 
schriftlichen Testdaten und leitet über zur vertieften Analyse ausgewählter Inter-
viewsequenzen und Testaufgaben in den Kapiteln 5 bis 8.  
Die Breite der Daten aus Tests und Interviews werden in Kapitel 5 bis 8 nach 
fachlichen Gesichtspunkten gegliedert dargestellt, nämlich nach den unterschied-
lichen Konstellationen von Teil, Anteil und Ganzem unter dem Fokus der For-
schungsfragen: In Kapitel 5 steht Konstellation I – „Gegeben sind Ganzes und 
Anteil, gesucht ist der Teil“, in Kapitel 6 Konstellation II – „Gegeben sind Teil 
und Ganzes, gesucht ist der Anteil“ und in Kapitel 7 Konstellation III – „Gege-
ben sind Teil und Anteil, gesucht ist das Ganze“ im Fokus. Hier werden die un-
terschiedlichen Strukturierungen, die Lernende vornehmen, anhand der schriftli-
chen Produkte und Bearbeitungsprozesse in den Interviews analysiert und zur 
Beantwortung der konkretisierten, auf die jeweilige Konstellation bezogenen 
Forschungsfragen herangezogen:  
 

• Für Kapitel 5 liegt der Schwerpunkt auf der Identifikation und Interpre-
tation des Ganzen beim Herstellen von Zusammenhängen zwischen An-
teil und Ganzem zum Bestimmen des Teils. 

• Für Kapitel 6 liegt der Schwerpunkt auf der Interpretation des Anteils 
als Ausdruck von strukturellen Zusammenhängen zwischen Teil und 
Ganzem. 

• Für Kapitel 7 liegt der Schwerpunkt darauf, wie Lernende Teil und An-
teil strukturell in einen Zusammenhang bringen und zur Rekonstruktion 
des Ganzen nutzen. Darüber hinaus werden auch die (außermathemati-
schen) Vorstellungen, die Lernende mit dem Konzept des Ganzen ver-
binden, vertieft analysiert.  

 
Kapitel 8 schließlich stellt die Untersuchung des Umgangs mit dem Ganzen in 
verschiedenen Konstellationen, d. h. in der Inter-Perspektive, dar Hier müssen 
alle drei Objekte, durch die Aufgabenstellung initiiert, gleichzeitig berücksichtigt 
und miteinander in Beziehung gesetzt werden. So ergibt sich als konkretisierte 
Forschungsfrage, wie Lernende Zusammenhänge zwischen verschiedenen Kons-
tellationen herstellen und worauf sie dabei ihre Argumentation stützen. 
 
Die Arbeit schließt mit der konstellationsübergreifenden Diskussion der Ergeb-
nisse der Kapitel 4-8 in Kapitel 9 und einer Zusammenfassung sowie einem 
Ausblick in Kapitel 10. 
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Verankerung der Arbeit innerhalb des Projekts KOSIMA 
Ebenso wie viele wissenschaftliche Arbeiten ist auch diese Studie in einem grö-
ßeren Forschungskontext entstanden, der die Arbeit immer mitbeeinflusst hat in 
ihrem Forschungs- und Entwicklungsparadigma und ihren Forschungsfragen, 
auch wenn sie einen eigenen spezifischen Fokus hat.  
Diese Arbeit ist im Forschungskontext des zehnjährigen Forschungs- und Ent-
wicklungsprojekts KOSIMA – Kontexte für sinnstiftendes Mathematiklernen 
verankert, das von Bärbel Barzel, Stephan Hußmann, Timo Leuders und Susanne 
Prediger geleitet wird. In diesem langfristig angelegten Projekt werden Lern-
umgebungen für den Mathematikunterricht der Sekundarstufe I entwickelt, er-
probt und hinsichtlich ihrer Voraussetzungen und Wirkungen beforscht (vgl. 
Hußmann et al. 2011, Prediger 2011a). Prägend für diese Arbeit waren der inten-
sive Blick auf die inhaltlichen Vorstellungen der Kinder und die Möglichkeit, im 
nicht immer methodisch kontrollierten Umfeld der Arbeit informell Aufgaben-
stellungen und Lernumgebungen erproben zu können. Wie Ergebnisse dieser 
Arbeit wiederum in das große Entwicklungsprojekt eingeflossen sind, wird in 
Abschnitt 9.3 angedeutet.  
 
 
 



  
 

1 Flexibler Umgang mit Brüchen  

In diesem Kapitel werden ausgehend von einer lerntheoretischen Verortung (Ab-
schnitt 1.1) der theoretische (fachliche bzw. fachdidaktische) Hintergrund und 
der für diese Arbeit relevante Forschungsstand zum Umgang mit Brüchen darge-
stellt: Im empirischen Teil in Abschnitt 1.3 wird deutlich, dass – obwohl es sich 
bei der Bruchrechnung um ein zentrales Thema der Sekundarstufenmathematik 
handelt – viele Studien Schwierigkeiten von Lernenden im Zusammenhang mit 
Brüchen aufzeigen (vgl. Abschnitt 1.3), insbesondere beim Aufbau bzw. bei der 
adäquaten Aktivierung von fachlich tragfähigen Vorstellungen. Die Zusammen-
fassung der existierenden didaktischen Konzepte in der deutschsprachigen und 
internationalen Diskussion in Abschnitt 1.2 zeigt dagegen, dass gerade der Auf-
bau von Grundvorstellungen immer wieder gefordert wird. 
Im Folgenden werden diese curricularen Forderungen weiter ausspezifiziert und 
durch neue, bislang in der deutschsprachigen Diskussion wenig beachtete Aspek-
te ergänzt: Ausgangspunkt ist die Überlegung, dass Vorstellungen zu Brüchen 
auch flexibel aktivier- und nutzbar sein sollen. Der Kontrast zwischen inhaltli-
chem Denken und Kalkül wird hier also weiter ausdifferenziert zur Forderung 
eines flexiblen Umgangs mit Brüchen im Sinne eines flexiblen und einsichtsvol-
len Nutzens von Strukturen beim Mathematisieren und Rechnen mit Brüchen. 
Dazu wird zunächst in Abschnitt 1.4 kurz auf den Diskussionsstand zur Flexibili-
tät Bezug genommen und dann in den Abschnitten 1.5-1.8 das Konstrukt des 
flexiblen Umgangs mit Büchen sukzessive erläutert, das zentraler Gegenstand 
dieser Arbeit ist.  
Der Schwerpunkt des flexiblen Umgangs mit Brüchen ergab sich aus den Ergeb-
nissen des ersten empirischen Zugriffs der Autorin, der die Interpretation des 
Ganzen / der Bezugsgröße als epistemologisches Hindernis für Lernende deut-
lich zu Tage treten ließ (s. Kapitel 3): Die Prozesse der interviewten Lernenden 
zeigten zum einen eindrucksvoll die vielfältigen Strukturierungen, die Lernende 
vornehmen, zum anderen aber auch die damit verbundenen Schwierigkeiten. 
Damit ergibt sich das folgende, für diese Arbeit in Abschnitt 1.9 noch weiter zu 
Forschungsfragen auszuschärfende Forschungsinteresse, mit dem bisherige 
Untersuchungen und Konzeptualisierungen zum Aufbau tragfähiger Grundvor-
stellungen vertieft und ausdifferenziert werden sollen:  

Wie gehen Lernende (flexibel) mit Brüchen um?  

• Wie stellen Lernende welche Zusammenhänge zwischen  Teil, Anteil und 
Ganzem her? 

A. Schink, Flexibler Umgang mit Brüchen, Dortmunder Beiträge zur Entwicklung und

Erforschung des Mathematikunterrichts, DOI 10.1007/978-3-658-00921-2_1,

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2013



10 1 Flexibler Umgang mit Brüchen  
 

• Welche Vorstellungen vom Ganzen aktivieren sie dabei? 

1.1 Didaktische Rekonstruktion als integrierendes  
Forschungsprogramm 

In diesem Abschnitt wird ganz knapp auf die (als bekannt vorausgesetzte) lern-
theoretische Basis verwiesen und etwas ausführlicher der forschungsprogramma-
tische Rahmen der vorliegenden Arbeit dargestellt.  

1.1.1 Lernen aus konstruktivistischer Sicht 
In der vorliegenden Arbeit wird Lernen vor dem Hintergrund einer konstruktivis-
tischen Grundposition verstanden, d. h. Lernen wird als ein aktiver Konstrukti-
onsprozess des Individuums in der Auseinandersetzung mit dem Lerngegenstand 
beschrieben (Tobinski / Fritz 2010, Steiner 2006, Reinmann / Mandl 2006). Da-
bei ist Lernen nicht nur ein bloßes additives Dazulernen, sondern zeichnet sich 
auch durch das Vernetzen von neuem Wissen mit bereits vorhandenem Wissen 
aus: Werden neue Erfahrungen gemacht, so wird nach Möglichkeit versucht, 
diese vor dem Hintergrund der eigenen individuell konstruierten Schemata so zu 
interpretieren, dass sie in diese passen und letztere nicht verändert werden müs-
sen (Tobinski / Fritz 2010, S. 233). Diesen Prozess des Anpassens bezeichnet 
man nach Piaget (1974) als Assimilation (Angleichung).  
Wenn Erfahrungen nicht zu vorhandenen Schemata passen, kommt es zu einem 
kognitiven Konflikt (Tobinski / Fritz 2010): Da die Erfahrungen nicht angegli-
chen werden können, müssen bereits vorhandene Schemata erweitert und verän-
dert werden (Akkomodation). Damit geht Lernen immer mit einer Veränderung 
der kognitiven Strukturen einher (Tobinski / Fritz 2010, S. 233): Lernen ist ein 
„individueller Aufbauprozess“ (Steiner 2006, S. 166, Reinmann / Mandl 2006).  
Hier wird von einer sozialkonstruktivistischen Position ausgegangen, die die 
Lernendenperspektive, d. h. individuelle Lernendenvorstellungen, fokussiert und 
Lernende als selbstbestimmte Individuen betrachtet. Dabei sind Lernen und 
Lehren stets in einen sozialen Kontext eingebunden (s. Mietzel 2001; für einen 
lehr- / lerntheoretischen Ansatz, der auf diesen Grundannahmen basiert, s. Huß-
mann 2001, 2003). 

1.1.2 Individuelle Vorstellungen und ihre Bedeutung  
Aus der eingenommenen (sozial-)konstruktivistischen Perspektive auf Lernen 
ergibt sich die Bedeutung individueller Vorstellungen von Lernenden für Lern-
prozesse und deren Gestaltung: Lernende nutzen Vorstellungen, um ihre Erfah-
rungen zu deuten und Situationen mental zu strukturieren (Kattmann /  
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Gropengießer 1996, S. 188, Lengnink et al. 2011). Diese Vorstellungen werden 
in der didaktischen Literatur unter verschiedenen Bezeichnungen gefasst (z. B. 
students´ misconceptions, students´ alternative frameworks, mental models, 
subjektive Theorien, informal knowledge; siehe auch Confrey 1990, Duit 1995). 
Dabei gehen die unterschiedlichen Bezeichnungen oft mit unterschiedlichen 
Bedeutungszuschreibungen dieser Vorstellungen für Lehr- und Lernprozesse 
einher (für die unterschiedliche Konzeptualisierung von Vorstellungen siehe auch 
Gropengießer 2008, S. 12 f.). 
Die vorliegende Arbeit folgt Gropengießer, der unter dem Begriff Vorstellungen 
„subjektive gedankliche Prozesse“ (Gropengießer 2008, S. 13) versteht, die 
sowohl Begriffe, Konzepte, Denkfiguren als auch Theorien darstellen können und 
sich damit auf verschiedenen Ebenen verorten (Gropengießer 2001, S. 30 ff.) 
bzw. „kognitive Konstrukte, die Schüler zur Deutung ihrer Erfahrungen anwen-
den“ (Kattmann / Gropengießer 1996, S. 188). Mit Konzepten meint er dabei 
miteinander relational verknüpfte Begriffe, die Teile komplexerer Vorstellungen 
darstellen können (Gropengießer 2001, S. 13). Mit Theorie bezeichnet Gropen-
gießer die angesprochene höhere Komplexitätsebene von Vorstellungen (ebd.).  
Die für die vorliegende Arbeit entscheidende Ebene der Lernendenvorstellungen 
zur Mathematik stellen Konzepte dar, womit mathematische Begriffe, deren 
„Interpretationen, zentrale[n] Gesetzmäßigkeiten und Verwendungszwecke“ 
(Hahn / Prediger 2008, S. 167) gemeint sind.  
Von diesem Vorstellungsbegriff sind Grundvorstellungen abzugrenzen, die sich 
zwar auch auf die Interpretation mathematischer Begriffe und Operationen be-
ziehen, jedoch meist präskriptiv aus fachlicher Perspektive verwendet werden (s. 
vom Hofe 1995). Sie werden daher in der vorliegenden Arbeit zur Fachlichen 
Klärung des Gegenstandsbereichs „Brüche“ herangezogen (vgl. Abschnitt 1.2).  

Individuelle Vorstellungen 
Das (oft intuitive) Wissen von Lernenden deckt sich nicht immer mit dem fach-
lich intendierten Wissen: Es wird häufig festgestellt, dass individuelle Vorstel-
lungen nicht immer in fachlich tragfähige überführt werden können und dass 
alltagsbasierte Vorstellungen, aber auch unterrichtliche Vorerfahrungen, z. T. mit 
neuen fachlichen Sichtweisen in einigen Aspekten verbunden werden oder kon-
textgebundene Vorstellungen entstehen (z. B. Duit 1995, Mietzel 2001). Für die 
Mathematik lassen sich beispielhaft Arbeiten zur Stochastik nennen, in denen die 
Alltagsvorstellungen von Lernenden zu Zufall und Wahrscheinlichkeit untersucht 
werden (z. B. Konold 1989): Die alltagsgebundenen, aus der Erfahrung der Ler-
nenden stammenden und dort oft tief verankerten Überzeugungen und Vorstel-
lungen (Duit 1995, S. 908, Duit 1996, S. 152) konkurrieren hier z. T. mit den 
fachlich tragfähigen (Prediger 2008c, Krauthausen / Scherer 2003, S. 126 f.; für 
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Studien zu Brüchen und Dezimalzahlen, die von individuellen Vorstellungen von 
Lernenden ausgehen bzw. diese untersuchen, siehe z. B. Fischbein et al. 1985, 
Mack 1990, Mack 1993, Mack 2000, Mack 2001). Im Zusammenhang mit der 
Zahlbereichserweiterung von den natürlichen Zahlen zu den Brüchen lassen sich 
Lernendenvorstellungen zu Regeln und Gesetzmäßigkeiten nachweisen, die für 
die neue Art der Zahlen nicht mehr gültig sind, aber von Lernenden übertragen 
werden (für diese Diskontinuitäten vgl. z. B. Prediger 2008a, Swan 2001, Greer 
1994, Fischbein et al. 1985, Fischbein 1989). Die Erklärung von Lernenden-
schwierigkeiten mit Diskontinuitäten im Lerngegenstand liegt Conceptual Chan-
ge Ansätzen zugrunde, die entweder ausschließlich auf der Ebene intuitiver Re-
geln und Gesetze (Duit 1996, Vamvakoussi / Vosniadou 2004 und Stafylidou / 
Vosniadou 2004) oder auch der inhaltlichen Vorstellungen (Prediger 2008a) ver-
ortet werden. Die z. T. alltagsbasierten Vorstellungen geben Lernenden Sicher-
heit bei der Deutung und Vorhersage von Phänomenen des Alltags (Mietzel 
2001) und können auch für fachliche Konzepte oder Verfahren tragend sein (z. B. 
Mack 1990); jedoch ist für das Verständnis vieler Begriffe und Konzepte häufig 
ein Wechsel der Sichtweise nötig (Duit 1996, S. 145).  
Während individuelle Vorstellungen z. T. als Fehlvorstellungen oder misconcep-
tions behandelt werden, die von den fachlich tragfähigen Vorstellungen abwei-
chen und „überwunden“ oder gegen fachlich tragfähige „ausgetauscht“ werden 
müssen, werden sie aus der hier eingenommenen konstruktivistischen Perspekti-
ve als Ausgangsbasis und Ressource für den weiteren Lernprozess gesehen (s. 
diSessa 1993, Smith et al. 1993, Swan 2001, Prediger / Schnell 2012, Lengnink 
et al. 2011; für die Sichtweise der Einbeziehung von Lernendenvorstellungen in 
der Stochastik siehe z. B. Konold 1989; für die Brüche siehe z. B. Greer 1992, 
Mack 1990, Mack 2001, Steffe 1994). 
Für die vorliegende Arbeit sollen individuelle Vorstellungen von Lernenden beim 
Umgehen mit Brüchen, d. h. beim Mathematisieren, Rechnen und Strukturieren 
von Zusammenhängen zwischen Teil, Anteil und Ganzem, empirisch untersucht 
werden. Dabei ergibt sich als Forschungsfrage, welche individuellen Vorstellun-
gen Lernende mit dem Ganzen verbinden bzw. zum Strukturieren von Zusam-
menhängen aktivieren. Diese Vorstellungen sollen aus verschiedenen Perspekti-
ven untersucht werden: 

Lernstände in Produkten und Prozessen  
Im Hinblick auf individuelle Vorstellungen können verschiedene Fokusse gesetzt 
werden: auf Lernprozesse und Lernstände in Produkten und Prozessen, zu unter-
schiedlichen Zeitpunkten im Lernprozess.  
Der Blick auf individuelle Vorstellungen von den fertigen mathematischen Kon-
zepten aus (d. h. die Rückschau von den Grundvorstellungen ausgehend; vgl. 
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Abschnitt 1.2) ist hilfreich, um nach der Erarbeitung von Konzepten den tatsäch-
lichen Lernstand von Lernenden zu erfassen (vom Hofe 1995).  
Aus konstruktivistischer Perspektive stellt sich für die Gestaltung von Lernum-
gebungen jedoch die Frage, wie vorunterrichtliche individuelle Konzepte zu 
fachlich tragfähigen ausgeweitet werden können (s. a. Confrey 1990, S. 15) bzw. 
wie es gelingen kann, dass Lernende Konzepte jeweils situationsadäquat aktivie-
ren (Prediger 2008c, Mack 1995, Niedderer 1996 für die Physik). Dazu sind 
zunächst die Lernausgangslagen der Lernenden zu erfassen, also die vorunter-
richtlichen Vorstellungen (Duit 1996, Confrey 1990, S. 15) und die situativen 
Kontexte, in denen bestimmte Vorstellungen (situationsadäquat) aktiviert werden 
(Duit 1996, Prediger 2008c, Prediger / Schnell 2012).  
Für die vorliegende Arbeit ist eine zentrale Fragestellung, welche Vorstellungen 
Lernende zum Ganzen aktivieren und wie sie diese nutzen. Diese Vorstellungen 
werden im Zusammenhang mit den Strukturierungen von Teil, Anteil und Gan-
zem untersucht, die Lernende vornehmen. Dabei werden nicht nur (schriftliche) 
Produkte von Lernenden untersucht, sondern auch Bearbeitungsprozesse für 
komplexe Aufgaben, weil dieser Fokus auf die Prozesse gerade zur Frage der 
unterschiedlichen situativen Aktivierungsbedingungen von Vorstellungen mehr 
beitragen kann, was schriftlichen Produkten nicht mehr zu entnehmen ist. Der 
Blick auf situative Kontexte wird dabei realisiert, indem die Strukturierungen 
von Zusammenhängen durch Lernende auf verschiedene Konstellationen von 
Zusammenhängen und Qualitäten des Ganzen (z. B. diskrete Menge) bezogen 
werden (vgl. Abschnitt 1.5, 1.6 bzw. 1.7). Das Ziel ist dabei, erste systematische-
re Befunde zu Strukturierungen von diesen Zusammenhängen durch Lernende zu 
gewinnen. Die systematische Beforschung von gezielt angeregten Lernprozessen 
(wie in Prediger 2011a) würde dabei einen zweiten Schritt darstellen, der sich der 
hier unternommenen Erforschung der Grundlagen anschließen kann. 
Im Folgenden wird mit der Didaktischen Rekonstruktion (Kattmann / Gropen-
gießer 1996) ein Forschungsprogramm dargestellt, das in konsequenter Weise die 
Lernendenvorstellungen, die fachlichen Inhalte und die Didaktische Strukturie-
rung von Lernumgebungen aufeinander bezieht. Es bildet gleichzeitig den Rah-
men für den Forschungsprozess der vorliegenden Arbeit. 

1.1.3 Auf Vorstellungen aufbauen – Didaktische Rekonstruktion  
Der aus der konstruktivistischen Sichtweise resultierende Blick auf individuelle 
Vorstellungen und deren Einbeziehung in Lernprozesse hat in der Naturwissen-
schaftsdidaktik und der internationalen mathematikdidaktischen Diskussion 
bereits eine längere Tradition (Hahn / Prediger 2008). So gibt es für den natur-
wissenschaftlichen Unterricht bereits zahlreiche Untersuchungen zu individuel-
len Vorstellungen von Lernenden, die diese mit in den Unterricht bringen (Duit 
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1996, für eine Auflistung von entsprechenden Studien vgl. Duits Datenbank): In 
der Biologie- und Physikdidaktik wurde vor dem Hintergrund einer konstrukti-
vistischen Lerntheorie das Forschungsprogramm der Didaktischen Rekonstrukti-
on entwickelt: Es soll als methodischer und theoretischer Rahmen für For-
schungsarbeiten den Forschungs- und Entwicklungsprozess zur sinnvollen und 
fruchtbaren Aufbereitung von Lerninhalten operationalisieren und fundieren 
(Kattmann / Gropengießer 1996). Seither findet es auch in der Didaktik anderer 
(naturwissenschaftlicher) Disziplinen – auch der der Mathematik – zunehmend 
Anwendung (Kattmann / Gropengießer 1996 und Kattmann et al. 1997; für die 
Anwendung in der Mathematikdidaktik siehe z. B. Prediger 2005 für die 
Stochastik und Hahn 2008 für die Analysis). 

Ziel und Vorgehen der Didaktischen Rekonstruktion 
Das Ziel der Didaktischen Rekonstruktion besteht darin, Bezüge zwischen dem 
fachlichen und interdisziplinären Wissen auf der einen und den individuellen 
Erfahrungen und Vorstellungen aus der Lebenswelt der Lernenden auf der ande-
ren Seite herzustellen (Kattmann / Gropengießer 1996, Kattmann et al. 1997): 

„Die Kernidee des Ansatzes ist, durch konsequentes Gegenüberstellen von 
fachlichen und individuellen Perspektiven auf spezifische mathematische In-
halte wichtige Erkenntnisse über Bedeutungen, Zwecke, Ziele und Hindernis-
se der Inhalte zu erhalten.“ (Prediger 2005, S. 23)  

Die Klärung der fachlichen Inhalte ist wichtig, um die Hürden und Schwierigkei-
ten in der Sachstruktur zu erkennen und den Lerngegenstand zu erfassen (Katt-
mann / Gropengießer 1996). Die Erfassung der Lernendenperspektive wiederum 
ist im Zuge konstruktivistischer Theorien notwendig, um an den individuellen 
Vorstellungen und Wissensstrukturen der Lernenden ansetzen zu können und 
geeignete Lernumgebungen konzipieren zu können, die es Lernenden ermögli-
chen, Vorstellungen zu entwickeln und auszuschärfen. Daher werden im Rahmen 
dieses Programms die Fachliche Klärung, die Erhebung von Lernendenperspek-
tiven und die Didaktische Strukturierung von Lernumgebungen konsequent itera-
tiv aufeinander bezogen (Kattmann / Gropengießer 1996, S. 180). Diese drei 
Perspektiven werden auch als fachdidaktisches Triplett (Gropengießer 2008, 
S. 10) bezeichnet. 
In der konsequenten Einbindung der Lernendenperspektive liegt ein entschei-
dender Unterschied zu einem Vorgehen, bei dem die wissenschaftlichen Inhalte 
nur innerfachlich geklärt werden, d. h. zunächst die Sachanalyse durchgeführt 
wird und erst im Anschluss daran pädagogische Aspekte einbezogen werden 
(Kattmann / Gropengießer 1996; für Ausführungen zur Trennung der traditionel-
len Stoffdidaktik und der empirischen Unterrichts- und Lehr-Lern-Forschung 
siehe auch Prediger 2005, S. 23 / S. 28). Im Vergleich zu Design-Research-
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Ansätzen (z. B. Cobb et al. 2003; siehe auch Kapitel 3) ergeben sich sowohl 
Berührungspunkte als auch Unterschiede: Design Research untersucht vorrangig 
die Entwicklung von Lernprozessen in gezielt dazu entwickelten Lernumgebun-
gen, während im Programm der Didaktischen Rekonstruktion einerseits nicht 
notwendig Lernprozesse untersucht werden, sondern vorrangig Lernstände, und 
andererseits die Fachliche Klärung in der Regel stärker gewichtet wird.  

Fachliche Klärung 
Unter der Fachlichen Klärung versteht man die gründliche Inhalts- bzw. stoffdi-
daktische Sachanalyse des betrachteten mathematischen Gebiets. Hier interessie-
ren die Konzepte, die grundlegend für die jeweiligen Inhaltsbereiche sind, d. h. 
Konzepte, die man für ein Verständnis der Inhalte und Begriffe und für eine 
kompetente Beherrschung der Verfahren erwerben bzw. aktivieren muss (Katt-
mann / Gropengießer 1996). Damit ist die Fachliche Klärung im Bereich der 
präskriptiv gesetzten und konsensuellen Aspekte eines Gegenstands verortet 
(ebd.). In diesen Kontext gehören im Fall der Bruchrechnung die Grundvorstel-
lungen zu Brüchen und ihren Operationen (vgl. Abschnitt 1.2). Darüber hinaus 
gehört zur Fachlichen Klärung auch das Wissen darüber, wie diese grundlegen-
den Konzepte im Fach verortet sind, d. h. das Wissen über die interne Struktur 
des Gegenstandsbereichs (Kattmann / Gropengießer 1996). Ohne eine Fachliche 
Klärung des Gegenstands wäre eine Strukturierung von Lernarrangements nicht 
möglich. 
Die Didaktische Rekonstruktion ist nun nicht als reine Vereinfachung zu verste-
hen (vgl. auch Gropengießer 2008, S. 12):  

„Die Didaktische Rekonstruktion umfasst hier sowohl das Herstellen päda-
gogisch bedeutsamer Zusammenhänge, das Wiederherstellen von im Wissen-
schafts- und Lehrbetrieb verlorengegangenen Sinnbezügen, wie auch den 
Rückbezug auf Primärerfahrungen sowie originäre Aussagen der Bezugswis-
senschaften.“ (Kattmann / Gropengießer 1996, S. 182)  

Mit dieser Auffassung der Beziehungen von Mathematik, Lernenden und Lern-
prozessen, schließt sich das Modell an die Forderungen einer genetischen Sicht-
weise auf Mathematik an (Freudenthal 1991). 

Lernendenperspektive 
Unter der Erfassung der Lernendenperspektive versteht man die Erfassung und 
genaue Analyse von individuellen Konzepten und Vorstellungen von Lernenden, 
„von Lernbedingungen und Lernvoraussetzungen [...] insbesondere [von] alltäg-
liche[m] oder lebensweltliche[m] Wissen, [von] Vorstellungen, Interessen und 
Lernprozesse[n]“ (Gropengießer 2008, S. 10; vgl. Abschnitt 1.1.2). Die Notwen-
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digkeit der Einbeziehung der Lernendenperspektive ergibt sich vor konstruktivis-
tischem Hintergrund: Nur wer weiß, wo sich die Lernenden in ihrem Lernprozess 
gerade verorten, was ihre Vorkenntnisse, Überzeugungen und individuellen Her-
angehensweisen sind, kann an ihrem Wissensstand und ihren Vorstellungen an-
knüpfen und sie auf ihren individuellen Lernprozessen zu neuen Konzepten und 
Inhalten begleiten.  
Dabei werden im Modell der Didaktischen Rekonstruktion die von den fachlich 
tragfähigen abweichenden Vorstellungen der Lernenden nicht als Fehlvorstellun-
gen (misconceptions) betrachtet. Vielmehr werden Vorstellungen „jeweils in 
ihren eigenen für die Schüler sinnmachenden Kontexten interpretiert“ (Kattmann 
/ Gropengießer 1996, S. 180; vgl. auch Gropengießer 2008, S. 12). Es lassen sich 
Vorstellungen dahingehend unterscheiden, ob sie lebensweltlich oder wissen-
schaftsorientiert sind (Gropengießer 2008, S. 12). Damit besteht „die entschei-
dende Leistung des Modells darin, Schülervorstellungen und fachlich geklärte 
wissenschaftliche Aussagen gleichwertig für die Didaktische Rekonstruktion von 
Unterrichtsinhalten zu nutzen“ (Kattmann / Gropengießer 1996, S. 180). 

Didaktische Strukturierung 
Die Bezüge, die zwischen der Sachanalyse und der Analyse von Lernendenvor-
stellungen hergestellt werden, ermöglichen in ihrer Verbindung die Entwicklung 
eines Unterrichtsgegenstands (Didaktische Strukturierung; Kattmann et al. 1997, 
S. 3; Beziehungen zwischen den drei Bereichen werden in Abb. 1-1 nach Katt-
mann et al. 1997 bzw. Kattmann / Gropengießer 1996 und Prediger 2005 durch 
Pfeile verdeutlicht). Somit wird zum einen das Fachliche berücksichtigt und zum 
anderen wird von den individuellen Lernständen und Lernprozessen der Schüle-
rinnen und Schüler ausgegangen. Aus dieser konsequenten Bezugnahme können 
Richtlinien für die Entwicklung von Lernumgebungen entwickelt werden, die 
einen konsequenten Vorstellungsaufbau ermöglichen können (Prediger 2005). 

Zusammenfassung 
Zusammenfassend ist der Kern des Modells der Didaktischen Rekonstruktion, 
dass die drei Elemente des fachdidaktischen Tripletts in ihren Funktionen nie 
vollständig voneinander losgelöst gedacht werden dürfen: So ist die Fachliche 
Klärung Basis für die Gestaltung von Lernarrangements und wird durch Ergeb-
nisse aus der Empirie (Lernendenperspektive) neu strukturiert und rekonstruiert. 
Die Lernenden wiederum interagieren in und reagieren auf die Lernumgebung. 
Erkenntnisse über Vorstellungen von Lernenden und ihre möglichen Schwierig-
keiten mit den fachmathematischen Inhalten fließen wiederum in die Konzeption 
von Lernarrangements ein (vgl. Kattmann / Gropengießer 1996).  
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Abb. 1-1: Das fachdidaktische Triplett  

(nach Kattmann / Gropengießer 1996 und Prediger 2005) 

Bedeutung des Modells für die vorliegende Arbeit 
Die vorliegende Arbeit hat sich in ihrem Forschungs- und Entwicklungsprozess 
am Forschungsprogramm der Didaktischen Rekonstruktion als strukturierenden 
Rahmen orientiert. Dabei wurden in mehreren Phasen immer wieder einzelne 
Bereiche des fachdidaktischen Tripletts aufeinander bezogen (s. auch Kapitel 2): 
Für die Vorstudie wurde ein bereits existierender modifizierter Zugang zur Mul-
tiplikation von Brüchen als Anteil-vom-Anteil-Nehmen genutzt (aus Affolter et 
al. 2004; ähnlich auch bei Sinicrope / Mick 1992), um die Lernendenvorstellun-
gen zu diesem Zugang zu erheben. Gleichzeitig sollten die Wirkungsweisen des 
Zugangs auf Lernprozesse untersucht werden (Nutzen des Ergebnisses einer 
Didaktischen Strukturierung zur Erfassung der Lernendenperspektive in Form 
eines Design-Experiments). Die dabei zu Tage tretende Hürde für Lernende, die 
Wahl des richtigen Ganzen (vgl. Kapitel 3), ist zwar als Phänomen bereits ver-
einzelt identifiziert worden (z. B. Mack 2001), stellt aber eine wenig thematisier-
te Schwierigkeit für den Vorstellungsaufbau der Multiplikation als Anteil-vom-
Anteil-Nehmen dar, die insbesondere im deutschen Sprachraum bislang nicht 
untersucht ist.  
Aufgaben zur vertieften Untersuchung der Vorstellungen und Strukturierungen 
von Lernenden wurden im Rahmen der vorliegenden Hauptstudie in weiteren 
Interviews und Tests genutzt, um die Lernendenperspektive über die Analyse von 
Bearbeitungsprozessen zu erfassen. 
Erkenntnisse der Hauptstudie sind schließlich im Rahmen des größeren For-
schungsrahmens des langfristigen Forschungs- und Entwicklungsprojekts 
KOSIMA (Kontexte für sinnstiftendes Mathematiklernen, vgl. Hußmann et al. 
2011) in die Konzipierung von Lernarrangements eingeflossen (s. Prediger et al. 
2012; Didaktische Strukturierung).  
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Auch wenn also die Didaktische Strukturierung bereits bei der Erfassung der 
Lernendenperspektive und der Fachlichen Klärung stets mitgedacht wurde, liegt 
der Schwerpunkt der Arbeit auf den Arbeitsbereichen Erfassung der Lernenden-
perspektive (als dem größten Arbeitsbereich) und einer (im Umfang geringeren, 
aber nicht minder wichtigen) Fachlichen Klärung. Eine darauf basierende Didak-
tische Strukturierung und deren Evaluation im Rahmen des KOSIMA-Projekts 
ist nicht mehr explizit Teil dieser Arbeit.  
In den folgenden Abschnitten werden die Handlungsfelder der Didaktischen 
Rekonstruktion auf den Themenbereich „Brüche“ hin präzisiert: Zunächst wird 
mit dem Konstrukt der Grundvorstellungen der präskriptive Teil Fachlicher 
Klärung dargestellt und für die für diese Arbeit relevanten Vorstellungen präzi-
siert.

1.2 Zusammenhänge von Teil, Anteil und Ganzem erfassen 
In diesem Abschnitt wird die präskriptive Sicht auf den Umgang mit Brüchen, 
d. h. auf die fachlichen Vorstellungen zum Lerngegenstand, konkretisiert: Fachli-
che Vorstellungen stellen die präskriptiven, aus Sicht der fertigen Mathematik zu 
erwerbenden und zu beherrschenden Konzepte dar, mit denen die mathemati-
schen Objekte und Operationen gedeutet und mit Sinn belegt werden (sollen): 
Ohne ein Verständnis der Objekte, mit denen man umgeht, bleibt das Handeln 
sinnentleert (vgl. Malle 2004); Verständnis und Verstehen sind zentrale Voraus-
setzungen, um mit Objekten, hier den Brüchen, letztendlich auch flexibel umge-
hen zu können: 

„When educators say that the goal of fraction instruction is to understand the 
rational numbers, we mean that by providing students with experiences with 
non-negative rational numbers (fractions), we want them to recognize nuanc-
es in meaning: to associate each meaning with appropriate situations and op-
erations, and, in general, to develop insight, comfort, and flexibility in deal-
ing with the rational numbers. [...] Students who have developed rational 
number sense have an intuitive feel for the relative sizes of rational numbers 
and the ability to estimate, to think qualitatively and multiplicatively, to solve 
proportions and to solve problems, to move flexibly between interpretations 
and representations, to make sense, and to make sound decisions and reason-
able judgments.“ (Lamon 2007, S. 636) 

Lamon spricht hier die unterschiedlichen Bedeutungen an, die Brüche in ver-
schiedenen Kontexten haben können: Lernende sollten demnach diese Bedeu-
tungen kennen und situativ die jeweils angemessene Deutung auswählen können. 
Dabei ist das Ziel von Unterricht, Einsichten in die mathematischen Objekte zu 
vermitteln, um mit ihnen sinnvoll und flexibel umgehen zu können: Verfügen 
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Lernende über den „rational number sense“, d. h. ein tieferes Verständnis davon, 
was Brüche sind und wie mit ihnen umgegangen werden muss, so können sie sie 
flexibel und situationsangemessen nutzen. Damit beschreibt Lamon anschaulich 
die Bedeutung inhaltlicher Vorstellungen. Mit dem zweiten Teil ihrer Ausführung 
ist die Flexibilität im Umgang mit Brüchen angesprochen. Diese wird in Ab-
schnitt 1.4 wieder aufgegriffen und für die vorliegende Arbeit präzisiert. 
Im Folgenden wird zunächst als Konkretisierung dieses inhaltlichen Verständnis-
ses aus fachlich-normativer Sicht das Konstrukt der Grundvorstellungen nach 
vom Hofe (1995) dargestellt und für die Brüche und ihre Operationen an Bei-
spielen erläutert. 

1.2.1 Grundvorstellungen als präskriptive fachliche Vorstellungen  
Der Mathematikunterricht wird häufig als zu sehr auf algorithmische Standard-
verfahren fokussiert und zu wenig an konkreten Vorstellungen und Erfahrungen 
der Lernenden anknüpfend beschrieben (z. B. Borneleit et al. 2001).  

Nebeneinander von Inhalt und Kalkül 
Hasemann (1981) stellte so in einer Studie fest, dass manche Schülerinnen und 
Schüler Aufgaben unterschiedlich lösen, wenn sie ihnen in verschiedenen Dar-
stellungsformen, einmal als reine Kalkülaufgabe und einmal als Textaufgabe 
oder bildlich, dargeboten werden. Dabei erscheinen inhaltliches Denken und 
Kalkül z. T. unverbunden genutzt zu werden. Ein viel zitiertes Beispiel im Zu-
sammenhang mit Vorstellungen zu Brüchen ist das der Schülerin Anke (vgl. 
Hasemann 1986a, S. 4, Hasemann 1986b, S. 16): Sie bearbeitet die Aufgabe, 1/4 
und 1/6 in einem in zwölf Teile eingeteilten Kreis zu markieren und den insge-
samt gefärbten Anteil anzugeben. Anschließend soll sie die symbolisch repräsen-
tierte Additionsaufgabe 1/4 + 1/6 lösen. Beim Einzeichnen kommt sie über das 
Einfärben von insgesamt vier bzw. sechs der zwölf Kreisteile zum Ergebnis 1/10, 
beim Rechnen mathematisch korrekt zu 5/12. Diesen Widerspruch löst sie für 
sich, indem sie darauf verweist, dass sie in beiden Fällen ein anderes Verfahren 
genutzt hat (Hasemann 1986a, S. 4, Hasemann 1986b, S. 16). Dieses Phänomen 
zeigte sich auch bei anderen Schülerinnen und Schülern, die an dieser Untersu-
chung teilnahmen und wird auch in weiteren Untersuchungen belegt (z. B. 
Wartha 2007, S. 189 ff.).  
Diese Studien verweisen somit auf Gefahren, die durch einen zu starken Fokus 
auf den Kalkül entstehen können: Verfügen Schülerinnen und Schüler nicht über 
die fachlich tragfähigen und notwendigen Vorstellungen, um erfolgreich Mathe-
matik betreiben und verstehen zu können, so kann dies dazu führen, dass sie es 
aufgeben, die für sie bedeutungslosen Zeichen mit Sinn zu füllen (vom Hofe 



20 1 Flexibler Umgang mit Brüchen 

1996, S. 4): Dann besteht die Gefahr, dass sie sich allein an syntaktischen Ver-
fahren orientieren und somit inhaltsleer (und daher häufig auch sehr fehleranfäl-
lig) mit den für sie unverstandenen Objekten operieren (vom Hofe 1995, S. 10; 
siehe spezifisch für Brüche auch Malle 2004, S. 8, Padberg 2009). So kann es 
sogar so weit kommen, dass Rechenverfahren und Vorstellungen gänzlich losge-
löst voneinander erscheinen und formales Handeln und inhaltliche Vorstellungen 
von Lernenden als getrennte Welten erfahren werden (z. B. Hasemann 1986a, 
S. 122 f.).  
So stellt sich die Aufgabe, die mathematischen Inhalte vorstellungsorientiert 
aufzubereiten, damit Lernende den Begriffen und Verfahren Sinn zuschreiben, 
sie reflektiert anwenden und an ihre Vorstellungen anknüpfen können: Es wird 
die Forderung gestellt, zunächst inhaltliche Vorstellungen aufzubauen und erst 
im Anschluss den Kalkül als Denkentlastung einzuführen und auch im weiteren 
Unterrichtsverlauf immer wieder inhaltliche Rückbindungen vorzunehmen (z. B. 
Winter 1999, Prediger 2009b; konkrete Vorschläge für die Umsetzung eines 
gezielteren Aufbaus von Vorstellungen zu Brüchen finden sich z. B. bei 
Streefland 1991, Hefendehl-Hebeker 1996, van Galen et al. 2008, Winter 1999). 
Diese fachlich tragfähigen inhaltlichen Vorstellungen können in der deutschspra-
chigen Mathematikdidaktik stoffdidaktisch mit dem Begriff der Grundvorstel-
lungen gefasst werden (Bender 1991, vom Hofe 1992, vom Hofe 1995). In der 
internationalen Diskussion werden vergleichbare Konzepte als (mental) models 
(Usiskin 2008, Fischbein 1989) konzeptualisiert. Z. T. werden sie auch als sub-
constructs, d. h. als Teilaspekte bzw. -konzepte eines übergreifenden Konzepts, 
thematisiert (z. B. bei Kieren 1976, Behr et al. 1992 für Brüche). 

Charakteristika von Grundvorstellungen 
Bei Grundvorstellungen handelt es sich um komplexe Konstrukte mit einer 
„Vielfalt von Beziehungszusammenhängen zu mathematischen, pädagogischen, 
psychologischen und philosophischen Problemfeldern“ (vom Hofe 1995, S. 13, 
siehe auch Bender 1991): Sie stellen eine Systematisierung lokaler Bedeutungen 
der Inhalte eines mathematischen Themengebiets dar. Dabei werden sie sowohl 
für die mathematischen Objekte an sich als auch für Operationen formuliert 
(z. B. Bender 1991 S. 51, S. 55 f.; Konkretisierungen bezogen auf Brüche geben 
z. B. Malle 2004, Padberg 2009). Dabei wird ein Begriff häufig auch durch meh-
rere Grundvorstellungen erfasst (vom Hofe 1995, vom Hofe 2003, S. 6).  
Entwickelt hat sich das Konstrukt der Grundvorstellungen vor allem aus der 
Mathematik der Volksschulen (s. vom Hofe 1992, vom Hofe 1995, S. 101); je-
doch wurde es seither auch für zentrale Bereiche der Sekundarstufen-
Mathematik herausgearbeitet (z. B. Blum / Kirsch 1979, Bender 1991, Griesel 
1973, Malle 2004). Dabei gibt es verschiedene Kataloge von Grundvorstellun-
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gen, die sich zwar in Details unterscheiden können, aber im Kern große Gemein-
samkeiten aufweisen (s. Abschnitt 1.2.2). Heute verbindet man Grundvorstellun-
gen meist mit der Formulierung und Systematisierung durch vom Hofe (z. B. 
vom Hofe 1995); zentrale Grundgedanken dieses Konzepts gehen aber auf be-
reits früher entwickelte Ideen zurück (z. B. bei Griesel 1973 und Blum / Kirsch 
1979; international z. B. mental models bei Fischbein 1989; siehe auch Usiskin 
1991, Usiskin 2008).  

Grundvorstellungen als Mittler zwischen Mathematik und Welt 
Grundvorstellungen sind immer dann wichtig, wenn Übersetzungsprozesse im 
Rahmen von Modellierungen zwischen realen Situationen und der „Welt der 
Mathematik“ notwendig werden (vom Hofe 1995, Wartha / Wittmann 2009): In 
der „Welt der Mathematik“ werden Terme umgeformt, Daten verarbeitet und 
Rechnungen gelöst. Dem gegenüber steht die reale Welt, d. h. die (All-
tags-)Wirklichkeit, die man im täglichen Leben antrifft, in Form von (realen) 
Problemstellungen und Situationen (vgl. Abb. 1-2, Modellierungskreislauf). 
Grundvorstellungen stellen gewissermaßen das vermittelnde Scharnier zwischen 
diesen beiden Bereichen dar: Sie belegen die mathematischen Begriffe mit Sinn, 
indem „an bekannte Sach- oder Handlungszusammenhänge angeknüpft wird“ 
(vom Hofe 1995, S. 97). So kann z. B. die Operation des Dividierens konkret als 
Verteilungsvorgang interpretiert und inhaltlich gelöst werden. Umgekehrt kann 
eine Verteilungssituation mathematisch durch eine Division beschrieben werden. 
Darüber hinaus werden durch Grundvorstellungen „(visuelle) Repräsentationen“ 
(vom Hofe 1995, S. 98) aufgebaut, die es Lernenden ermöglichen, Strukturen in 
der Wirklichkeit zu identifizieren, auf die die Begriffe angewendet werden kön-
nen (ebd.). Grundvorstellungen selbst können dabei in unterschiedlicher Weise 
repräsentiert sein: so z. B. als konkrete Situationen, abstrakt oder auch graphisch 
(Bender 1991, S. 50 ff., siehe auch Prediger 2008a, S. 7). Sie werden auch als 
Vermittler zwischen der Welt der Mathematik und der „individuellen Begriffs-
welt der Lernenden“ (vom Hofe 1995, S. 98, auch vom Hofe 1992, S. 347) be-
zeichnet. Damit wird den Grundvorstellungen neben ihrem präskriptiven auch 
ein deskriptiver Aspekt in Bezug auf individuelle Vorstellungen zugeschrieben.  
In der vorliegenden Arbeit wird der Begriff der Grundvorstellungen ausschließ-
lich als normative Konzeptualisierung der fachlichen Inhalte genutzt: Grundvor-
stellungen stellen einen Katalog von für einen mathematischen Inhaltsbereich 
wichtigen Vorstellungen dar, die aus einer Sachanalyse des betrachteten Gegen-
standsbereichs entwickelt werden. Für die Beschreibung bzw. Analyse individu-
eller, nicht immer mit den fachlichen Konzepten übereinstimmender, tatsächlich 
aktvierter Lernendenvorstellungen (deskriptive Ebene) wird – in Übereinstim-
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mung mit Prediger (2008a) – der Begriff der individuellen Vorstellungen ver-
wendet (vgl. Abschnitt 1.1.2).  
Im folgenden Abschnitt wird das Konstrukt der Grundvorstellungen für Brüche 
konkretisiert. Damit wird das Feld möglicher fachlich tragfähiger Vorstellungen 
aufgespannt, um dessen Komplexität (für Lernende) zu verdeutlichen. Dieses 
Feld wird dann in den beiden darauffolgenden Abschnitten wieder auf den For-
schungsfokus der vorliegenden Arbeit hin eingegrenzt. 
 

 
Abb. 1-2: Der Modellierungskreislauf (nach vom Hofe et al. 2006) 

1.2.2 Komplexität der Grundvorstellungen: Brüche und Operationen 
„Brüche haben viele Gesichter. Wer Bruchrechnung verstehen und Brüche 
nicht nur nach (fehleranfälligen!) Regeln handhaben will, muss diese Gesich-
ter angeschaut und ihre Verwandtschaft erkannt haben. Welches Gesicht ein 
Bruch zeigt, hängt auch vom Standpunkt des Betrachters ab.“  
(Hefendehl-Hebeker 1996, S. 20) 

Das Zitat zeigt, ähnlich wie das eingangs aufgeführte Zitat von Lamon, anschau-
lich die Thematik der Grundvorstellungen in ihrer Konkretisierung für Brüche: 
Vorstellungen zu Brüchen und zum Umgang mit ihnen sind unabdingbar für ein 
inhaltliches Verständnis. Dabei sind Brüche sehr vielseitig, wobei es zwischen 
verschiedenen Vorstellungen auch Berührungspunkte gibt, die flexible Umdeu-
tungen ermöglichen.  
In der fachdidaktischen Literatur werden verschiedene Vorstellungen von Brü-
chen unterschieden (international als „subconstructs“ z. B. bei Kieren 1976, Behr 
et al. 1992 und Lamon 2007, S. 636). Für den deutschsprachigen Raum gibt es 
verschiedene Kataloge von Grundvorstellungen (bzw. Aspekten) zu Brüchen 
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(z. B. bei Malle 2004, Padberg 2009 als die wohl aktuellsten, aber auch ältere 
Systematisierungen z. B. von Griesel 1973). 

Grundvorstellungen für Brüche und Operationen 
Beispielhaft werden hier für die Grundvorstellungen für Brüche die Systemati-
sierungen von Malle (2004, S. 4 f.) und Padberg (2009, S. 29 f.) aufgeführt, 
wobei beide Kataloge keinen Anspruch auf Vollständigkeit erheben. 
Malle unterscheidet acht Grundvorstellungen zu Brüchen: Bruchzahl als Teil 
(eines Ganzen), relativer Anteil, Vergleichsoperator, Resultat einer Division, 
Verhältnis, Quasikardinalzahl, Quasiordinalzahl, absoluter Anteil. 
Padberg unterscheidet acht Bruchzahlaspekte: Teil vom Ganzen, Maßzahl, Ope-
rator, Verhältnis, Quotient, Lösung der linearen Gleichung n x x = m mit n und m 
aus IN, Skalenwert, Quasikardinalität. 
Diese Auflistungen zeigen bereits, dass die verschiedenen Systematisierungen 
sich zwar ähneln, z. T. aber auch leicht andere Schwerpunkte setzen. Darüber 
hinaus unterscheiden sich z. T. auch gleichbezeichnete Grundvorstellungen in 
ihrer Nuancierung (z. B. „Teil (eines Ganzen)“ und „Teil vom Ganzen“; bei letz-
terem werden auch mehrere Objekte – z. B. drei Pizzen – als ein Ganzes gefasst). 
In den Abschnitten 1.2.3 und 1.2.4 werden daher die aus fachdidaktischer Per-
spektive für den empirischen Teil der vorliegenden Studie zentralen Grundvor-
stellungen Teil eines Ganzen und Relativer Anteil / Multiplikative Teil-Ganzes-
Relation konkretisiert, um die in ihnen angelegte Komplexität zu verdeutlichen: 
Da Grundvorstellungen Konstrukte zur Beschreibung z. T. komplexer Zusam-
menhänge sind und sie als ein Bündel von Vorstellungen einen Gegenstandsbe-
reich in seinen Facetten strukturieren und erfassen sollen, sind sie selbst bereits 
facettenreich. Zwischen manchen Grundvorstellungen gibt es auch Überschnei-
dungen (Neumann 1997, S. 33, Padberg 2009, S. 30 f.; vgl. auch die Kataloge 
von Malle und Padberg) und es lassen sich noch weitere Interpretationen denken: 
So werden Brüche z. B. auch zur Angabe von Wahrscheinlichkeiten verwendet 
(dieser Aspekt findet sich z. B. bei Griesel 1973 und Grassmann 1993c).  
Diese Komplexität stellt an Lernende den Anspruch, situationsangemessen eine 
geeignete Repräsentation auszuwählen bzw. in einer Situation die geeignete 
Grundvorstellung zu deren mathematischen Modellierung zu aktivieren. Dabei 
ist die Qualität des Ganzen ein wichtiger Faktor, der in der Konzeptualisierung 
der Grundvorstellungen z. T. implizit angelegt ist (vgl. Abschnitt 1.5). Es ist 
nicht ausreichend, eine beliebige Grundvorstellung aus dem Katalog möglicher 
Vorstellungen für einen mathematischen Begriff auszuwählen: So hilft z. B. die 
Vorstellung vom Bruch als Teil eines Ganzen nicht bei der Interpretation der 
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Multiplikation von Brüchen. Allerdings lassen sich auch Verbindungen zwischen 
verschiedenen Grundvorstellungen finden.  
Neben der potenziellen Deutungsvielfalt erschwert im Hinblick auf Brüche auch 
die Zahlbereichserweiterung eine Interpretation: Beim Übergang von den natür-
lichen Zahlen zu den Brüchen müssen einige Eigenschaften für Zahlen und Ope-
rationen um- bzw. neu gedeutet werden, was auch die Identifikation geeigneter 
Operationen erschweren kann (vgl. die „N-Verführer“ bei Streefland 1991, 
Streefland 1984). Diese Diskontinuitäten sind Gegenstand von Conceptual 
Change Ansätzen (s. Abschnitt 1.1.2). Die Darstellung der konkreten Diskontinu-
itäten für Brüche ist jedoch nicht Teil der vorliegenden Arbeit (für Beispiele für 
Vorstellungsumbrüche im Bereich der Brüche siehe z. B. Barash / Klein 1996, 
Winter 1999, S. 18 f., Stafylidou / Vosniadou 2004, S. 505, Prediger 2008a und 
2008b): Der Fokus der Darstellung liegt auf den internen Strukturierungen von 
Zusammenhängen zwischen Teil, Anteil und Ganzem und verortet sich damit auf 
einer tieferliegenden Schicht elementarer mathematischer Strukturen, während 
die Diskontinuitäten selbst z. T. wieder komplexer sind. 
Im Hinblick auf die Operationen sind für den empirischen Teil der vorliegenden 
Arbeit die Addition sowie das Erweitern / Kürzen relevant. Die ebenfalls vor-
kommenden multiplikativen Situationen lassen sich auf den Bruch als Relativer 
Anteil / Multiplikative Teil-Ganzes-Relation zurückführen (z. B. 5/8 von 16). 

Modifizierter Blick auf Grundvorstellungen: Teil, Anteil und Ganzes 
Dieser kurze Überblick zu Grundvorstellungen für Brüche verdeutlicht zweierlei: 
1. Der Erwerb von und die Orientierung über geeignete Grundvorstellungen 

kann für Lernende komplex sein: Lernende müssen verschiedene Grundvor-
stellungen erwerben, um vielfältige Situationen modellieren zu können. 
Umgekehrt müssen sie aus dieser Vielzahl anhand der situativen Bedingun-
gen auch wieder die geeignete Grundvorstellung auswählen. Dabei bleibt die 
Frage offen, wie Lernende genau die geeignete Grundvorstellung auswählen, 
d. h. wie die Auswahlkriterien operationalisierbar werden. 

2. Die Grundvorstellungen stellen in der hier dargestellten Form komplexe 
Konstrukte dar: Sie stellen eine (oftmals prototypische) Vorstellung dar, die 
auf die konkret vorgefundene Situation angewendet werden muss. Dabei 
ergibt sich die Frage, wie Lernende diesen Schritt vollziehen und die Bei-
spiel-Situation auf die konkrete Situation beziehen. 

Damit wird eine modifizierte Sicht auf Grundvorstellungen notwendig, die die 
strukturellen Zusammenhänge, die quasi prototypisch in diesen komplexen Kon-
strukten angelegt sind, fokussiert: Grundvorstellungen zu Brüchen umfassen 
jeweils spezifische inhaltliche Deutungen der Zusammenhänge zwischen Teil, 
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Anteil und Ganzem. Diese strukturellen Zusammenhänge, die implizit immer 
mitgedacht werden, werden im Folgenden für die Grundvorstellungen Teil eines 
Ganzen und Relativer Anteil / Multiplikative Teil-Ganzes-Relation sowie die 
Operationen Erweitern / Kürzen und Addieren expliziert und konkretisiert. Die 
Darstellung ist eine Grundlage für die in Kapitel 2 vorgenommenen Sachanaly-
sen der für die eigene Empirie genutzten Aufgaben.  

1.2.3 Bruch als Teil eines Ganzen – Bruch als Relativer Anteil 
Für den Umgang mit natürlichen Zahlen ist das Erfassen des Teile-Ganzes-
Schemas zentral, denn es ist Grundlage fortgeschrittener Zähl- und Rechenstra-
tegien (Weißhaupt / Peucker 2009, S. 52; siehe auch Steffe 1994, S. 24 ff., Singer 
/ Resnick 1992): Das Teile-Ganzes-Schema ermöglicht das Verstehen von Zu-
sammenhängen zwischen Zahlen bzw. Mengen („sechs ist eins mehr als fünf“, 
Weißhaupt / Peucker 2009, S. 66) und deren Zerlegungen („sechs ist fünf und 
eins“, ebd.). Betrachtet man ein konkretes Ganzes und seine Teile, z. B. die 4, die 
1 und die 3, ergeben sich folgende Zerlegungen bzw. Zusammenhänge: 4 – 3 = 1, 
3 + 1 = 4, 4 – 1 = 3.  
Neben dem Erfassen der hier beschriebenen additiven Zahlbezüge ist auch das 
Erfassen von Relationen zentral (vgl. Singer / Resnick 1992). Singer und 
Resnick (1992) unterscheiden dabei zwei verschiedene Sichtweisen auf das Tei-
le-Ganzes-Konzept: die Teil-Ganzes Beziehung, die (multiplikative) Zusammen-
hänge zwischen einem Teil und einem Ganzen ausdrückt, und die Teil-Teil-
Beziehung, die (multiplikative) Zusammenhänge zwischen zwei Teilen be-
schreibt.  
Für Brüche müssen Zusammenhänge zwischen dem Teil (bzw. mehreren Teilen), 
dem Anteil und dem Ganzen hergestellt werden. Dabei stellt der Anteil eine Zahl 
dar, die selbst einen Zusammenhang / eine Relation (nämlich zwischen Teil und 
Ganzem) ausdrückt. Im Folgenden werden die beiden für die vorliegende Studie 
zentralen Vorstellungen Teil eines Ganzen und Relativer Anteil / Multiplikative 
Teil-Ganzes-Relation mit Fokus auf diese Zusammenhänge dargestellt. 

Bruch als Teil eines Ganzen 
Die Grundvorstellung Bruch als Teil eines Ganzen ist eine zentrale und im Un-
terricht häufig auch zur Einführung von Brüchen genutzte Vorstellung (siehe 
auch Padberg 2009, S. 29). Zu ihrer Erläuterung soll das folgende Beispiel die-
nen:  

Auf einem Teller liegt ein Kuchen. Von diesem Kuchen bekommt Lea ein 
Stück, das 2/3 vom ganzen Kuchen ist (vgl. Abb. 1-3).  
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Das Ganze besteht aus einem Objekt – in diesem Beispiel dem Kuchen. Es kann 
verschiedene konkrete Realisierungen haben; unter anderem ist seine äußere 
Form nicht festgelegt: So wird die Grundvorstellung Teil eines Ganzen in Abb. 
1-3 an zwei verschiedenen (für die Unterrichtspraxis prototypischen) Darstellun-
gen des Ganzen verdeutlicht. 
 

                  

Abb. 1-3: 2/3 als Teil eines Ganzen: Das Ganze ist eins (z. B. Kreis oder Rechteck) 
 
Von diesem Ganzen wird ein Anteil betrachtet: Dieser entspricht hier 2/3 vom 
Ganzen. Den Teil erhält man, indem man sich das Ganze in drei gleich große 
Stücke geteilt vorstellt, von denen man zwei nimmt: Zwei von drei Teilen ent-
sprechen dem Anteil 2/3 vom Ganzen. Das Ganze ergibt sich als Vereinigung des 
zu 2/3 gehörigen Teils und dem Rest, der in diesem Fall 1/3 ist. Diese Grundvor-
stellung ist sehr wichtig, allerdings lassen sich in empirischen Studien Hinweise 
für die Gefahr einer einseitigen Fokussierung auf den Teil eines Ganzen finden 
(z. B. bei Stafylidou / Vosniadou 2004, Prediger 2008a): So ist bei der Multipli-
kation von Brüchen als Anteil-vom-Anteil-Nehmen die Fähigkeit, mit dem Anteil 
Bezug auf verschiedene Ganze zu nehmen, eine notwendige Voraussetzung (vgl. 
Kapitel 3). 

Bruch als Relativer Anteil bzw. Multiplikative Teil-Ganzes-Relation 
Die Grundvorstellung Bruch als Relativer Anteil / Multiplikative Teil-Ganzes-
Relation ist ebenfalls eine zentrale Vorstellung für Brüche (vgl. hier die „von-
Interpretation der Multiplikation“ Padberg 2009, S. 106; dort bezieht sich der 
Bruch lediglich nicht auf eine natürliche Zahl, sondern auf einen weiteren Bruch; 
siehe auch Greer 1992, S. 278 „multiplicative part-whole relationship“):  

In einer Schale liegen neun Bonbons. 2/3 von diesen Bonbons, also sechs 
Stück, bekommt Tim (vgl. Abb. 1-4).  

 
Abb. 1-4: 2/3 als Relativer Anteil: Das Ganze ist eine Menge 
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Hier ist das Ganze nicht ein Objekt, sondern es besteht aus mehreren diskreten 
Objekten, in diesem Fall neun Bonbons. Das bedeutet, dass das Ganze durch eine 
Menge repräsentiert wird. Von dieser Menge wird nun ein Anteil, 2/3, bestimmt: 
Das Ganze kann dazu in drei Teilmengen zerlegt werden, die jeweils aus drei 
Bonbons bestehen. Zwei dieser Teilmengen ergeben den Teil zum Anteil 2/3. 
Für Lernende können sich bei dieser Grundvorstellung u. U. Schwierigkeiten 
dadurch ergeben, dass das Ganze gleichzeitig eins ist (9/9) und neun (neun Bon-
bons; s. a. Abschnitte 1.3 und 1.6): Während beim Teil eines Ganzen das Ganze 
als eine zusammenhängende Einheit gesehen werden kann, ist das Ganze beim 
Relativen Anteil / bei der Multiplikativen Teil-Ganzes-Relation optisch nicht 
„ganz“. Vielmehr setzt es sich aus einzelnen Objekten zusammen, die als Einhei-
ten zusammengefasst und auf das Ganze bezogen werden müssen. So ergeben 
sich grundsätzlich zwei Sichtweisen: zum einen der Fokus auf die Einteilung des 
Ganzen (die Anzahl der Teilmengen) und zum anderen auf die Mächtigkeit der 
Teilmengen. Damit ist die Diskretheit des Ganzen hier ein wichtiger Aspekt für 
das Herstellen von Zusammenhängen zwischen Teil, Anteil und Ganzem. 
Die hier neben dem in der deutschsprachigen Diskussion verwendeten Begriff 
Relativer Anteil genutzte Bezeichnung Multiplikative Teil-Ganzes-Relation 
drückt anschaulich die eingangs beschriebene relationale Beziehung aus, die der 
Anteil zwischen Teil und Ganzem herstellt: Im Vergleich zum Teile-Ganzes-
Konzept für natürliche Zahlen wird das Ganze aus dem Beispiel nicht nur als 
additive Zusammensetzung aus einer Menge mit drei und einer Menge mit sechs 
Bonbons beschrieben, sondern es wird hier auch der relative Bezug der Menge 
zum Ganzen in Form des Anteils ausgedrückt. Somit werden hier sowohl die 
Gemeinsamkeiten als auch die Unterschiede zum Teile-Ganzes-Konzept der 
natürlichen Zahlen durch die Diskretheit des Ganzen besonders deutlich. 

1.2.4 Erweitern, Kürzen und Addieren 
Erweitern und Kürzen sind mit den Brüchen neu eingeführte Operationen. Gene-
rell kann Erweitern als eine Verfeinerung und Kürzen als eine Vergröberung 
einer Strukturierung des Ganzen in Einheiten durch den Anteil verstanden wer-
den (vgl. Malle 2004, S. 5 f.), d. h. es werden Einheiten in kleinere gleich große 
Einheiten zerlegt bzw. zu größeren Einheiten zusammengefasst: 

Erweitern und Kürzen: Teil eines Ganzen 
Beim Bruch als Teil eines Ganzen wird die Einteilung des Ganzen, d. h. die An-
zahl der Stücke, in die das Ganze zerteilt wird, verändert. Die Größe des Ganzen 
selbst wird nicht verändert. Beim Erweitern werden aus dem Ganzen mehr Stü-
cke gebildet, d. h. die Einteilung wird verfeinert: Bei einem Kuchen wird vom 
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Übergang von 2/3 zu 6/9 jedes einzelne der drei Kuchenstücke in drei gleich 
große Stücke geteilt (vgl. Abb. 1-5). Beim Kürzen wird die Einteilung vergrö-
bert: Das Ganze wird entweder in weniger Stücke geteilt (wenn man ein neues, 
noch ungeteiltes, gleichwertiges Ganzes hat) oder es werden Teile zu neuen Tei-
len zusammengefasst (wenn man von einer bereits vorgegebenen Aufteilung des 
Ganzen ausgeht). Vom Anteil her ist es egal, ob man vom Kuchen zwei Stücke 
bekommt oder ob man vom selben Kuchen sechs Stücke bekommt, die dafür nur 
jeweils ein Drittel so groß sind. 
                

                
Abb. 1-5: Erweitern und Kürzen: Das Ganze ist eins 

Erweitern und Kürzen: 
Relativer Anteil bzw. Multiplikative Teil-Ganzes-Relation 
Beim Relativen Anteil / der Multiplikativen Teil-Ganzes-Relation besteht das 
Ganze selbst bereits aus mehreren Objekten, ist also eine Menge. Beim Erwei-
tern und Kürzen werden dann die einzelnen Teilmengen zu neuen Teilmengen 
umgebildet. Beim Erweitern werden die Teilmengen kleiner, beim Kürzen wer-
den sie größer: Es ist vom Anteil her egal, ob man zwei von insgesamt drei Tüt-
chen mit jeweils drei Bonbons bekommt oder sechs von insgesamt neun einzel-
nen Bonbons (s. Abb. 1-6).  
 

 
Abb. 1-6: Erweitern und Kürzen: Das Ganze ist eine Menge 

 
Mit dem Fokus auf Teil, Anteil und Ganzes wird auch der Unterschied des Kür-
zens / Erweiterns zum Dividieren / Multiplizieren sehr greifbar: Während die 

Kürzen Erweitern 

Kürzen Erweitern 
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ersten beiden Operationen das Ganze neu strukturieren, verändern die beiden 
anderen Operationen nicht die Strukturierung des Ganzen an sich, sondern nur 
die Größe des Anteils und damit des Teils. 

Addieren 
Die Addition lässt sich von den natürlichen Zahlen ohne Schwierigkeiten auf die 
Brüche übertragen (Malle 2004): Man unterscheidet zwischen Addieren als Zu-
sammenfügen und als Hinzufügen. Addieren als Voranschreiten (auf dem Zah-
lenstrahl) ist für die vorliegende Arbeit keine zentrale Vorstellung. 
Das Zusammenfügen ist eine „zweistellige Operation“ (zwei Objekte werden 
zusammengefasst zu einem neuen Objekt); das Hinzufügen ist eine „einstellige 
Operation“ (es kommt etwas zu etwas Vorhandenem hinzu; Malle 2004, S. 6). 
 

                      

                       
Abb. 1-7: 2/3 vom einen und 2/3 vom anderen Kuchen 

 
Wichtig für die Brüche ist die Beachtung der Bezugsgröße: Es können nur Antei-
le addiert werden, die sich auf das selbe Ganze / ein gleichartiges Ganzes bezie-
hen (Abb. 1-7). Das Zusammenfügen der dunklen Schokokuchenstücke im obe-
ren Bildteil als 2/3 + 2/3 macht Sinn, denn beide Kuchen sind gleichartig und die 
dunklen Stücke zusammen sind somit 4/3 von einem Kuchen. Im unteren Bildteil 
macht die Addition keinen Sinn, denn die Kuchen sind unterschiedlich groß.  
 

                

                                            
Abb. 1-8: 2/3 von der einen und 2/3 von der anderen Bonbontüte 
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Darüber hinaus muss auch beim Bestimmen des Ergebnisses wieder das richtige 
Ganze angegeben werden: In diesem Fall wäre das Ergebnis 4/3 der Anteil des 
dunklen Schokokuchenstücks von einem Kuchen (nicht von zwei!). Dieser 
Wechsel des Ganzen kann dabei für Lernende subtil sein. Der Analysefokus auf 
Teil, Anteil und Ganzes lässt diese in der Grundvorstellung nicht explizierte 
Schwierigkeit dabei deutlich zu Tage treten (vgl. auch Abschnitt 1.5). 
Ähnliches gilt für den Anteil als Relativer Anteil bzw. Multiplikative Teil-
Ganzes-Relation: Sind die Bonbonmengen unterschiedlich groß, so macht das 
Addieren der Anteile keinen Sinn, um den Gesamtanteil der Bonbons an einer 
Tüte zu bestimmen (s. Abb. 1-8 unten). 

Resümee und Ausblick  
Die Darstellung der ausgewählten Grundvorstellungen zu Brüchen und Operati-
onen sollte die in ihnen für Lernende angelegte Komplexität verdeutlichen: 
Grundvorstellungen können als prototypische Situationen formuliert werden, die 
die Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem auf eine je spezifische 
Art und Weise umsetzen. Dabei gehen sie auch stets von einem spezifischen 
(z. B. kontinuierlichen) Ganzen aus. Jede (alltägliche) Situation kann jedoch aus 
verschiedenen Perspektiven betrachtet werden. Diese verschiedenen Blickwinkel 
auf Teil, Anteil und Ganzes bleiben in den Grundvorstellungen implizit. Auch die 
genauen Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem, wie sie hier be-
schrieben wurden, werden durch die Grundvorstellungen nur implizit themati-
siert. Insbesondere wird das Strukturieren des Ganzen durch Teil und Anteil 
meist nicht operationalisiert.  
Die verschiedenen Perspektiven, Strukturierungen und deren Bezug zum Ganzen 
werden in den folgenden Abschnitten als Facetten eines flexiblen Umgangs mit 
Brüchen dargestellt (Abschnitte 1.4 bis 1.8). Zunächst wird jedoch in Abschnitt 
1.3 ein Überblick über spezifische empirische Befunde zu individuellen Vorstel-
lungen von und zum Umgang mit Brüchen gegeben, um für dessen Komplexität 
zu sensibilisieren und die Bedeutung geeigneter Strukturierungen der Zusam-
menhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem für das Arbeiten mit Brüchen zu 
verdeutlichen. Zur Strukturierung der Befunde wird das Schichtenmodell nach 
Prediger (2008a) genutzt.  
 

1.3 Schwierigkeiten beim Umgang mit Brüchen 
Nicht tragfähige inhaltliche Vorstellungen werden gerade in der deutschsprachi-
gen Didaktik immer wieder als Ursachen für Schwierigkeiten mit Brüchen beim 
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Mathematisieren, Interpretieren und innermathematischen Rechnen angeführt 
(z. B. Hasemann 1981, vom Hofe / Wartha 2004, Wartha 2007, Prediger 2008a, 
Wartha / Wittmann 2009). In einem zweiten Forschungsstrang zur Erklärung von 
Lernendenschwierigkeiten werden Conceptual Change Ansätze favorisiert, die 
diese in der Struktur des Lerngegenstands bei der Zahlbereichserweiterung durch 
falsche Übertragungen von den natürlichen Zahlen erklären (z. B. Vamvakoussi / 
Vosniadou 2004, Prediger 2008a).  
Kombinierbar sind beide Ansätze in einem Schichtenmodell von Prediger 
(2008a), mit dem sich die in internationalen Studien festgestellten Schwierigkei-
ten von Lernenden auf verschiedenen Schichten strukturieren, erklären und mit-
einander in Beziehung bringen lassen. 

1.3.1 Schwierigkeiten in verschiedenen Ebenen und Schichten  
Prediger unterscheidet in Anlehnung an Fischbein et al. (1985) drei Ebenen, die 
sich auf verschiedene Arten von Wissen beziehen: die formale, die algorithmi-
sche und die intuitive Ebene (s. Abb. 1-9, konkretisiert für die Multiplikation von 
Brüchen): Die formale Ebene ist die Ebene der Definitionen, Regeln und Ge-
setzmäßigkeiten. Dazu gehören neben den expliziten Definitionen der Begriffe, 
Operationen und Strukturen auch die für das Themengebiet relevanten Sätze und 
Beweise (Prediger 2008b, S. 30).  
Die algorithmische Ebene umfasst das prozedurale Wissen, d. h. vor allem das 
Wissen um Rechenfertigkeiten wie z. B. das Durchführen der Multiplikation von 
Brüchen, d. h. den Kalkül (Prediger 2008b, S. 30). In dieser Ebene verorten sich 
die Befunde der (klassischen) Fehleranalysen zum Operieren mit Brüchen (z. B. 
Padberg 1986, Padberg 2009): Dabei werden in den Bearbeitungen der Schüle-
rinnen und Schüler verschiedene Fehlerphänomene und Fehlermuster nachge-
wiesen, wie z. B. das komponentenweise getrennte Addieren von Zählern und 
Nennern beim Addieren von Brüchen oder das alleinige Multiplizieren des Zäh-
lers, wenn Brüche erweitert werden sollen. In internationalen Studien zeigt sich 
dabei, dass Lernende im Allgemeinen den Kalkül besser beherrschen, als dass sie 
über inhaltliche Vorstellungen zu Brüchen und Operationen verfügen (z. B. Aksu 
1997, Prediger 2008a, Wartha 2007, Prediger 2009a, Prediger 2011b). In dieser 
Schicht werden Schwierigkeiten von Lernenden beim Herstellen von Zusam-
menhängen zwischen Teil, Anteil und Ganzem über einen fehlerhaften Kalkül 
somit zwar sichtbar, jedoch bleiben sie ein Stück weit Phänomen: Die ihnen 
zugrunde liegenden individuellen Vorstellungen zur Wirkung und Art der Opera-
tionen und – noch eine Schicht tiefer – zu Begriffen (hier Brüche), die schließlich 
zur konkreten Ausführung der Operation geführt haben können, werden erst in 
der für diese Arbeit zentralen tiefer liegenden Ebene des intuitiven Wissens deut-
lich (Prediger 2008a). 
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Das intuitive Wissen ist meist implizit und wird als selbstverständlich und ohne 
Beweisbedürfnis akzeptiert (Prediger 2008a, S. 6). In diesen Punkten unterschei-
det sich der im Modell verwendete Vorstellungsbegriff von dem in der vorlie-
genden Arbeit genutzten breiteren Verständnis von Vorstellungen: Letzteres um-
fasst Begriffe, Interpretationen, Gesetzmäßigkeiten und Verwendungszwecke 
und damit auch komplexe Konzepte. Im Modell von Prediger ist die Ebene des 
intuitiven Wissens in weitere Schichten unterteilbar (siehe auch Abb. 1-9): Diese 
beziehen sich auf zwei Arten des intuitiven Wissens, nämlich zum einen Gesetze 
und Regeln, zum anderen die Bedeutung von mathematischen Konzepten und 
Operationen (Prediger 2008a; s. Tab. 1-1). Die vertikale Unterscheidung in der 
Tabelle bezieht sich auf die bereits erläuterten unterschiedlichen Sichtweisen auf 
die Phänomene: die präskriptive Sicht der fachlich intendierten Vorstellungen 
und die deskriptive Sicht der tatsächlichen individuellen Vorstellungen (Prediger 
2008a, S. 6; vgl. auch die Abschnitte 1.1.2 und 1.2.1). 

 

 

Abb. 1-9: Das Schichtenmodell (entnommen aus Prediger / Matull 2008) 
 
Zur Ebene des intuitiven Wissens gehören letztendlich auch bildliche Repräsen-
tationen, denn teilweise erlauben sie Rückschlüsse auf individuelle Vorstellungen 
und Interpretationen (Prediger 2008a, S. 7). 
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Fachlich intendierte 
Vorstellungen  
(Präskriptiver Modus) 

Individuelle Vorstellungen 
der Lernenden  
(Deskriptiver Modus) 

Zusammenhänge,  
Gesetzmäßigkeiten 

Sätze, Gesetze, Regeln
(z. B. Eigenschaften von 
Operationen) 

Intuitive Regeln 

Bedeutungen / Interpretatio-
nen von Begriffen und  
Operationen 

Grundvorstellungen 
 

Individuelle Vorstellungen / 
Interpretationen 

Tabelle 1-1: Begrifflichkeiten (nach Prediger 2008a) 

1.3.2 Ausgewählte Befunde zu intuitiven Gesetzen und Regeln 
Im Folgenden werden zunächst ausgewählte Befunde zur Schicht der intuitiven 
Regeln im Hinblick auf Brüche (und zuweilen Dezimalzahlen) dargestellt. Hier 
verorten sich Ergebnisse von Studien, die die Mathematisierungskompetenz von 
Lernenden betreffen (für Dezimalzahlen und Brüche z. B. Bell et al. 1984, 
Fischbein et al. 1985, Greer 1987, Bell et al. 1989, Wartha 2007, Prediger 2009a 
und viele weitere). Diese Schicht ist für den Forschungsfokus der vorliegenden 
Arbeit im Hinblick auf die hier verorteten Annahmen über die Konsequenzen 
bestimmter Operationen auf Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem 
wichtig:  
In Studien wird häufig festgestellt, dass Lernenden z. B. das Übersetzen von 
Textaufgaben in eine Rechnung Schwierigkeiten bereiten kann. So gibt es Hin-
weise darauf, dass die Vertrautheit mit dem Kontext, die Art der Zahlen, aber 
auch die Problemstruktur oder Signalwörter einen Einfluss auf den Lösungser-
folg von Lernenden haben können (z. B. Bell et al. 1981, Bell et al. 1984, Fisch-
bein et al. 1985, Greer 1994, Prediger 2009a): Lernende lösen z. T. strukturell 
völlig gleichartige Aufgaben mit unterschiedlichen Rechenoperationen, wenn 
lediglich die Zahlen verändert werden („nonconservation of operation“, z. B. 
Bell et al. 1984). So multiplizieren sie z. B. in multiplikativen Kontexten häufig 
richtig, wenn natürliche Zahlen gegeben sind, aber dividieren oder subtrahieren, 
wenn Zahlen kleiner als eins vorkommen; dennoch können sie z. T. die Lösung 
mit anderen Strategien recht gut abschätzen (z. B. Swan 2001; siehe auch Wartha 
2007 für Brüche). Ein weiterer Befund ist in diesem Zusammenhang, dass Ler-
nende z. T. auch Brüche vermeiden und auf anderen Wegen Lösungen bestim-
men oder Probleme umstrukturieren (z. B. Wartha 2007, Prediger 2009a). Das 
Umstrukturieren ist dabei auch auf Vorstellungen von Lernenden zu Brüchen 
zurückzuführen (s. Abschnitt 1.3.3). 
So aktivieren manche Lernende z. B. im Zusammenhang mit der Auswahl einer 
geeigneten Operation mit Brüchen und Dezimalzahlen die intuitive Regel „Mul-
tiplizieren vergrößert“ bzw. „Dividieren verkleinert“ und folgen der Überzeu-
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gung, dass der Dividend stets größer sein muss als der Divisor (sowohl für Brü-
che als auch für Dezimalzahlen, z. B. Bell et al. 1984, Greer 1994, Barash / Klein 
1996, Verschaffel / De Corte 1996, Swan 2001, Prediger 2008a, Prediger 2009a).  
Die Befunde zu intuitiven Gesetzen und Regeln lassen sich z. T. mit Befunden zu 
individuellen Vorstellungen und Interpretationen erklären.  

1.3.3 Ausgewählte Befunde zu individuellen Vorstellungen  
Die Schicht der individuellen Vorstellungen befindet sich unterhalb der bereits 
dargestellten Schicht der intuitiven Regeln und Gesetze. Hier verorten sich die 
Vorstellungen zu den Bedeutungen von Operationen und Begriffen und damit zu 
den Zusammenhängen zwischen Teil, Anteil und Ganzem und der Beschaffenheit 
des Ganzen. Diese Vorstellungen können die Wahl geeigneter Rechenregeln 
beeinflussen. 
Zunächst werden ausgewählte Befunde zu den Operationen dargestellt, die die in 
Abschnitt 1.3.2 beschriebenen Ergebnisse ergänzen. Anschließend wird speziell 
auf die Ebene der Vorstellungen zu Brüchen eingegangen.  

Individuelle Vorstellungen zu Operationen 
Ergänzend zu Studien, in denen Lernende Textaufgaben geeignet modellieren 
bzw. mit einem Term mathematisieren sollen (s. Abschnitt 1.3.2), werden durch 
weitere Studien inhaltliche Vorstellungen zu den Operationen abgefragt, über die 
Lernende verfügen. Diese Studien zeigen, dass das Finden geeigneter inhaltlicher 
Interpretationen für Operationen Lernenden z. T. schwer fällt: So konnten in 
einer Studie von Prediger (2008a) nur 12 von 81 Lernenden vollständig tragfähi-
ge Interpretationen für den Term 3/4 · 1/3 = 1/4 angeben. Ähnliche Schwierigkei-
ten (u. a. im Zusammenhang mit Dezimalzahlen) zeigen sich auch in anderen 
Studien, so z. B. bei Bell et al. (1984) und Hasemann (1981, 1986a). Insgesamt 
fällt es vielen Lernenden schwerer, für multiplikative Situationen eine Modellie-
rung zu finden, als für additive (z. B. Aksu 1997). 

Individuelle Vorstellungen zu Brüchen 
Wie in Abschnitt 1.2.3 dargestellt wurde, unterscheiden sich Brüche von den 
natürlichen Zahlen dadurch, dass verstärkt relative und nicht additive Zusam-
menhänge in den Fokus rücken: der Bezug vom Teil zum Ganzen und vom Teil 
zum Teil, d. h. zwischen Teil, Anteil und Ganzem. Dabei ist entscheidend, wie 
diese Zusammenhänge interpretiert werden, d. h. insbesondere auch, welche 
Vorstellungen Lernende mit dem Anteil verbinden. In empirischen Studien wer-
den hier vielfältige individuelle Vorstellungen von Lernenden erhoben. 
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Brüche sind Zahlen, die selbst eine Relation zwischen einem Teil und einem 
Ganzen ausdrücken (vgl. Abschnitt 1.2.3). Das bedeutet, dass der Anteil eine 
Strukturierung des Ganzen in Einheiten bewirkt. Dieser Zusammenhang zwi-
schen dem Anteil und den das Ganze strukturierenden Einheiten bereitet Lernen-
den z. T. Schwierigkeiten: Vielen Lernenden scheint bewusst zu sein, dass man 
Brüche erhält, wenn man ein Ganzes in mehrere Teile teilt. Dabei wissen viele 
auch, dass die Anzahl der Teile durch den Nenner angegeben werden kann, da 
das Ganze durch den Anteil strukturiert wird: 2/3 bedeutet in der Interpretation 
als Teil eines Ganzen, dass man ein Ganzes in drei Teile teilt und zwei davon 
nimmt. Dabei müssen alle drei Teile gleich groß sein. Manche Lernende stellen 
Brüche dar, indem sie ein Ganzes zwar in mehrere Teile – entsprechend der Zahl 
im Nenner des Bruchs – zerlegen, aber diese Stücke unterschiedlich groß zeich-
nen (z. B. bei Peck / Jencks 1981; siehe auch Alexander 1997). Diese Lernenden 
haben bereits verstanden, dass ein Bruch ein Ganzes in einzelne Einheiten struk-
turiert, jedoch haben sie noch nicht die Zusammenhänge zwischen den einzelnen 
Einheiten und dem Ganzen berücksichtigt (Peck / Jencks 1981, S. 342 f.): Das 
Augenmerk scheint ausschließlich auf der Anzahl der erzeugten Stücke zu lie-
gen.  
Eine weitere intuitive Vorstellung im Zusammenhang mit bildlichen Darstellun-
gen von Teil, Anteil und Ganzem ist, dass Brüche von Lernenden z. T. mit der 
Zerlegung des Ganzen identifiziert werden: Soll 1/3 vom Ganzen bestimmt wer-
den, so bezeichnen manche Lernende die gesamte Zerlegung des Ganzen in drei 
Einheiten als 1/3, d. h. 1/3 wird als „drei Stücke“ gedeutet bzw. wenn bereits 
mehr als drei Einheiten vorhanden sind, werden drei davon markiert und damit 
1/n als n identifiziert (siehe z. B. Hasemann 1986a, S. 21). Bei dieser Vorstellung 
von Brüchen tritt das Ganze, auf das sich der Bruch als Anteil bezieht, in den 
Hintergrund und Brüche werden wie natürliche Zahlen verwendet. So lässt Ha-
semann (1981, 1986a) Schülerinnen und Schüler Stammbruch-Anteile von Gan-
zen einzeichnen, die bereits selbst eine Einteilung aufweisen (z. B. ein Kreis mit 
zwölf Segmenten; s. a. Testaufgabe 1 der vorliegenden Arbeit; s. a. Hasemann et 
al. 1997). Hierbei variiert er die Anteile so, dass beim Einzeichnen auch kogniti-
ve Konflikte zu Tage treten können, etwa wenn die Anzahl der vorgegebenen 
Teile vom Ganzen geringer ist, als die Zahl im Nenner des Anteils, der einge-
zeichnet werden soll (Hasemann 1986a, S. 20 f.). 
In diesem Zusammenhang zeigt sich die diagnostische Stärke bildlicher Darstel-
lungen im Hinblick auf die Erhebung individueller Vorstellungen von Lernenden 
(z. B. Hasemann 1986a, Barash / Klein 1996, S. 38). So lassen sich in einigen 
Bildern, die Lernende zu Brüchen anfertigen, Hinweise auf die Strukturierungen 
der Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem finden, die diese herstel-
len. Die diagnostische Kraft wird dabei auch dadurch gestärkt, dass Lernende für 
die Gestaltung zeichnerischer im Gegensatz zu rechnerischen Lösungen häufig 
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nicht über Algorithmen verfügen (Hasemann 1986a, S. 13). Dieser diagnostische 
Ansatz zur Erhebung von Lernendenvorstellungen zu Brüchen wird in den ver-
tieften Analysen der vorliegenden Arbeit aufgegriffen (s. Kapitel 7). 
Mit dem relationalen Charakter der Brüche hängt neben der strukturierenden 
Eigenschaft des Anteils im Hinblick auf das Ganze auch zusammen, dass Brüche 
im Gegensatz zu natürlichen Zahlen aus drei Zeichen bestehen: dem Zähler, dem 
Nenner und dem Bruchstrich. Dabei scheinen manche Lernende Brüche als zwei 
voneinander unabhängige natürliche Zahlen zu interpretieren und sie z. B. kom-
ponentenweise zu vergleichen. Dieses Vorgehen ist wiederum als Phänomen in 
der Schicht der intuitiven Gesetze und Regeln verortbar (für die Dokumentation 
dieses Phänomens siehe z. B. Peck / Jencks 1981, Padberg 1986, Mack 1990, 
Stafylidou / Vosniadou 2004).  
Schwierigkeiten mit der Deutung der relativen Bezugnahme des Anteils auf ein 
Ganzes äußern sich z. T. auch darin, dass manche Lernende Brüche nur als Teil 
eines Ganzen interpretieren, auch wenn der Kontext die Aktivierung einer ande-
ren Grundvorstellung verlangt, wenn z. B. der Anteil von einer Menge bestimmt 
werden soll (z. B. Greer 1992, Prediger 2008a, Payne 1986, Kerslake 1986).  
Auf weitere individuelle Vorstellungen zu Brüchen, die sich im Zusammenhang 
mit der Bezugnahme auf ein Ganzes (Bezugsgröße) bzw. mit dessen Qualität 
ergeben, wird in Abschnitt 1.5 eingegangen: Dort wird das Konzept des Ganzen 
als übergreifender Aspekt für einen flexiblen Umgang mit Brüchen im Verständ-
nis der vorliegenden Arbeit konkretisiert. 

1.3.4 Zusammenhänge zwischen verschiedenen Schichten  
Ein wesentliches Merkmal des Schichten-Modells besteht wie bereits erwähnt 
darin, dass mit ihm die beiden bisher unabhängig voneinander bestehenden und 
miteinander konkurrierenden Erklärungsansätze für Lernendenschwierigkeiten – 
der des Konzeptwechsels und der der inhaltlichen Vorstellungen – ineinander 
integriert werden können: Es kann gezeigt werden, dass Schwierigkeiten z. T. 
tiefer in mathematischen Inhalten verortet sein können, als Conceptual Change 
Ansätze dies annehmen, und sich ihre Ursachen in verschiedenen Schichten 
verorten können (Prediger 2008b). Das Modell erklärt damit intuitive Regeln wie 
„Multiplizieren vergrößert“ mit nicht vollständig vollzogenen Konzeptwechseln 
auf der Schicht der Interpretationen der Operation (für die Ausweitung des Kon-
zepts der Multiplikation auf weitere Interpretationen allgemein, siehe Greer 
1992, Greer 1994).  
Die individuellen Interpretationen der Operationen können wiederum darauf 
zurückgeführt werden, dass die betreffenden Lernenden nur über eingeschränkte 
Vorstellungen zu den Brüchen selbst verfügen. So kann sich die stabil aufgebaute 
Vorstellung eines Bruchs als Teil eines Ganzen als hinderlich für eine tragfähige 
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Interpretation der Multiplikation erweisen: Wer Brüche als Teil von einem Gan-
zen denkt, der kann die Multiplikation nur als wiederholtes Zusammenfügen der 
einzelnen Teile denken (z. B. dreimal ein Viertel von einer Pizza). Die Multipli-
kation von 3/4 und 1/3 macht als „3/4 von der einen Pizza multipliziert mit 1/3 
von der anderen Pizza“ jedoch keinen Sinn (vgl. Prediger 2008a, S. 11): Den 
Anteil vom Anteil kann nur derjenige verstehen, der gelernt hat, die Anteile inei-
nander zu verschachteln, d. h. auf verschiedene Ganze zu beziehen (s. a. Prediger 
/ Schink 2009).  
Somit können die empirischen Befunde zu Schwierigkeiten und Vorstellungen 
von Lernenden als epistemologische Denkhürden in immer tieferen Schichten 
verortet werden. Da das Modell Verbindungen zwischen den einzelnen Stufen 
herstellt, dient es nicht nur dazu, Befunde zu Lernendenvorstellungen zu struktu-
rieren, sondern es kann auch dazu herangezogen werden, Schwierigkeiten jeder 
Schicht durch die darunter liegende Schicht zu erklären. Damit lässt sich zeigen, 
dass die empirisch nachgewiesenen Schwierigkeiten von Lernenden nicht unbe-
dingt, wie von Conceptual Change Ansätzen angenommen, auf der Schicht der 
Gesetze und Regeln verortet sein müssen (Prediger 2008a). Vielmehr lassen sie 
sich auch oftmals auf individuelle Vorstellungen und Deutungen zurückführen. 
Im folgenden Abschnitt werden das dieser Arbeit zugrunde liegende Verständnis 
eines flexiblen Umgangs mit Brüchen und dessen Facetten entwickelt: Um flexi-
bel mit Brüchen umgehen zu können, müssen Vorstellungen angemessen akti-
viert und Strukturen genutzt bzw. hergestellt werden können. 

1.4 Flexibel mit Brüchen umgehen – Grundlegung  
„Students who have developed rational number sense have an intuitive feel 
for the relative sizes of rational numbers and the ability to estimate, to think 
qualitatively and multiplicatively, to solve proportions and to solve problems, 
to move flexibly between interpretations and representations, to make sense, 
and to make sound decisions and reasonable judgments.“   
(Lamon 2007, S. 636) 

Das bereits in Abschnitt 1.2 aufgeführte Zitat zu inhaltlichen Vorstellungen 
spricht den Begriff der Flexibilität an: Haben Lernende ein Gefühl für Brüche 
entwickelt, dann können sie auf unterschiedliche Art und Weise vorstellungs-
orientiert mit Brüchen umgehen. Dieser Umgang wird für die vorliegende Arbeit 
präzisiert: Zunächst wird auf den Begriff der Flexibilität und seine Verwendung 
in der mathematikdidaktischen Diskussion eingegangen. Anschließend wird ein 
Resümee aus den vorangehenden Abschnitten 1.1-1.3 gezogen, anhand dessen 
das in der vorliegenden Arbeit genutzte Konstrukt eines flexiblen Umgangs mit 
Brüchen entwickelt und begründet wird.  
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1.4.1 Flexibilität und flexible Strategien 
Die Bedeutung von Flexibilität für problemadäquates Arbeiten wird in der Ma-
thematikdidaktik insbesondere für die Grundschul-Arithmetik hervorgehoben.  
Beim Erwerb von Rechenkompetenzen sollten nicht ausschließlich Routinen und 
schriftliche Verfahren im Fokus stehen (vgl. z. B. Rathgeb-Schnierer 2010): 
Neben standardisierten Rechenverfahren sind weitere Zugänge und Lösungswe-
ge möglich, die als flexibles Rechnen bezeichnet werden. Als Kennzeichen fle-
xibler Rechner gelten das Verfügen über Zahlwissen, ein Zahlverständnis, 
Schätzkompetenzen und Zahlgefühl und „Wissen im Umgang mit Zahlen und 
Rechenoperationen“ (Rathgeb-Schnierer 2010, S. 259). 
Flexibles Rechnen wird für mathematisches konzeptionelles Denken als wichtig 
erachtet (z. B. Marxer / Wittmann 2011, Threlfall 2009, S. 543). Lernende sollten 
daher nicht nur ein Standardrechenverfahren erlernen, um effektiv rechnen zu 
können. So werden für die Arithmetik flexibles Rechnen und Problemlösen ge-
genüber dem mechanischen Anwenden von Verfahren betont (z. B. bei Rathgeb-
Schnierer 2010 für natürliche Zahlen im Bereich der Grundschule und Marxer / 
Wittmann 2011 für Brüche). 
Der Begriff der Flexibilität und der flexiblen (Rechen-)Strategien wird z. T. 
unterschiedlich gebraucht und konzeptualisiert (Threlfall 2009, Selter 2009, 
Rathgeb-Schnierer 2010). Für das in dieser Arbeit verwendete Verständnis von 
Flexibilität sind zwei Aspekte zentral: zum einen der Begriff der Emergenz, zum 
anderen die (damit verbundene) Vielfalt an Vorgehensweisen.  
Der Aspekt der Emergenz hebt die individuelle und spontane Generierung von 
Lösungswegen hervor: Lernende bearbeiten die ihnen gestellten konkreten Auf-
gaben aus einer bestimmten Situation heraus, mit ihrem eigenen individuellen 
Vorwissen (Rathgeb-Schnierer 2010 S. 261, Threlfall 2009). Damit grenzt sich 
das hier genutzte Verständnis von Flexibilität von Strategieauswahlansätzen ab, 
die davon ausgehen, dass Lernende für jede Aufgabe im Vorfeld eine geeignete 
Strategie aus einem Repertoire auswählen und diese anwenden (vgl. Rathgeb-
Schnierer 2010, S. 261, Selter 2009). In diesem zweiten Bündel von Ansätzen 
wird davon ausgegangen, dass Flexibilität durch das Bereitstellen einer Vielzahl 
von Strategien erreicht und vergrößert werden kann. 
Im Zusammenhang mit der Emergenz ist auch die Vielfalt der Vorgehensweisen 
im Rahmen der vorliegenden Arbeit für den Begriff der Flexibilität zentral: Im 
Zentrum steht das individuelle Generieren von Lösungen und Bearbeitungswe-
gen, d. h. die Fähigkeit, sich neuen Anforderungen in Aufgaben anpassen zu 
können und flexibel auf diese reagieren zu können und nicht die Auswahl der für 
die jeweilige Aufgabe geeignetsten fertigen Strategie. So könnte man hier auch 
von Flexibilität im Sinne von Kreativität (Modifizierung alter und Erfindung 
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neuer Strategien) sprechen (vgl. Selter 2009). Für die vorliegende Arbeit sind 
somit auch operative Vorgehensweisen zentral: Durch operatives Variieren und 
Verändern einzelner Komponenten und das Untersuchen der Konsequenzen 
dieser Vorgehensweisen wird die Lösung der Aufgabe im Prozess individuell 
generiert (vgl. Abschnitt 1.8). 
Damit grenzt sich das hier verfolgte Verständnis von einer Konzeptualisierung 
ab, in der als wesentliches Kriterium für Flexibilität die Adaptivität genannt wird 
(z. B. Verschaffel et al. 2009): Bei der Adaptivität steht die Angemessenheit der 
gewählten Strategien im Hinblick auf Aufgabenmerkmale (z. B. die Art der ver-
wendeten Zahlen) im Vordergrund. Flexibilität äußert sich hier in der Auswahl 
der für die jeweilige Aufgabe geeignetsten und geschicktesten Strategie. So se-
hen Marxer / Wittmann (2011) etwa die Förderung eines Zahlenblicks als Grund-
legung für das Rechnen mit Brüchen an: Anstelle des Abspulens eines Kalküls 
betonen die Autoren „das Erkennen und Bewerten der jeweils spezifischen Zah-
leigenschaften und Zahlbeziehungen einer Aufgabe im Hinblick darauf, ob sie 
für die Lösung hilfreich sein können“ (Marxer / Wittmann 2011, S. 28) sowie die 
Auswahl von auf diese Zahleigenschaften ausgerichteten Rechenverfahren.  
In Abgrenzung vom Konzept der Adaptivität mit seinem Fokus auf Einzelmerk-
male von Aufgaben wird in dieser Arbeit der Fokus vorrangig auf Strukturen 
gelegt: Es steht nicht die aus den Merkmalen der einzelnen Aufgabe resultieren-
de Auswahl fertiger Strategien durch Lernende im Mittelpunkt. Vielmehr liegt 
der Schwerpunkt auf dem (prozesshaften) Herstellen von Zusammenhängen 
zwischen Teil, Anteil und Ganzem in verschiedenen Konstellationen und mit 
verschiedenen Qualitäten des Ganzen, wobei das „Wie?“ des Herstellens von 
Zusammenhängen entscheidend ist. 

1.4.2 Im Fokus: Zusammenhänge von Teil, Anteil und Ganzem  
Die präskriptiv aus der Rückschau formulierten Grundvorstellungen sollen die 
für einen mathematischen Gegenstand grundlegenden Vorstellungen erfassen, die 
Lernende erwerben und aktivieren sollen: Verfügen Lernende über Grundvorstel-
lungen zu Brüchen und Operationen und können sie diese angemessen auswäh-
len und anwenden, so wird ihnen Kompetenz im Umgang mit Brüchen zugespro-
chen.  
Die Analyse der Grundvorstellungen macht jedoch deutlich, dass diese bereits 
Konzeptualisierungen und Deutungen komplexer und facettenreicher Zusam-
menhänge darstellen (Abschnitte 1.2.2 – 1.2.4). Sollen Grundvorstellungen situa-
tionsangemessen ausgewählt und angewendet werden, so müssen vielfältige 
Aspekte berücksichtigt werden: Die Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und 
Ganzem, die in den Grundvorstellungen auf eine spezifische Art und Weise be-
reits konzeptualisiert sind, müssen von Lernenden in der zu bearbeitenden Situa-
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tion zunächst identifiziert werden. Das bedeutet einerseits, dass das Verfügen 
über eine konkrete Grundvorstellung das Wissen um konkrete Zusammenhänge 
zwischen Teil, Anteil und Ganzem und deren Nutzung impliziert. Andererseits 
ergeben sich Grundvorstellungen (als jeweils spezifische Konzeptualisierungen 
von Zusammenhängen) durch deren Verständnis und Nutzung. 
Damit rückt für den flexiblen Umgang mit Brüchen der Umgang mit Teil, Anteil 
und Ganzem ins Zentrum und muss sowohl für Schülerinnen und Schüler als 
auch im Hinblick auf die Analyse ihrer Bearbeitungswege operationalisiert und 
elementarisiert werden (vgl. Abb. 1-10): Für das Herstellen von Zusammenhän-
gen zwischen Teil, Anteil und Ganzem sind zunächst die Identifikation und Be-
schaffenheit des Ganzen (z. B. kontinuierlich oder diskret; vgl. Abschnitt 1.5) als 
übergreifende Aspekte entscheidend, denn diese können bestimmte Strategien für 
Lernende näher legen oder aber auch unbrauchbar machen. Darüber hinaus ist 
die Art der Zusammenhänge entscheidend: Ob nun der Teil gesucht wird oder 
das Ganze, ist für die Art der Strukturierung der Zusammenhänge entscheidend; 
hier umfassen Grundvorstellungen mehrere Sichtweisen auf eine Situation in 
einer komplexen Konzeptualisierung, indem sie stets alle drei Komponenten Teil, 
Anteil und Ganzes gemeinsam und aufeinander bezogen darstellen. Operative 
Vorgehensweisen ermöglichen als Zugang Einblicke in die Variabilität von 
Strukturen. Das Bilden und Umbilden von Einheiten ist schließlich Ausdruck des 
konkreten Herstellens von Zusammenhängen zwischen Teil, Anteil und Ganzem 
und verweist auf die den Rechenverfahren zugrunde liegenden Strukturen. 
 

 
Abb. 1-10: Facetten des flexiblen Umgangs mit Brüchen 
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Das Verstehen und Nutzen der Zusammenhänge wird in der vorliegenden Arbeit 
somit operationalisiert durch die Fähigkeit, verschiedene Konstellationen zu 
bewältigen, operativ vorzugehen bzw. Einheiten zu bilden und umzubilden. Dabei 
schärft sich wiederum das Verstehen und Nutzen der Zusammenhänge für Ler-
nende durch diese Tätigkeiten aus (vgl. die Pfeile in Abbildung 1-10). 

1.5 Mit verschiedenen Ganzen arbeiten 
In diesem Abschnitt wird das Arbeiten mit dem Ganzen als ein übergreifender 
Aspekt eines flexiblen Umgangs mit Brüchen dargestellt: Das Ganze ist selbst 
ein zu klärendes fachliches Konzept; sollen Zusammenhänge zwischen Teil, 
Anteil und Ganzem hergestellt werden, so ist zunächst die Identifikation und 
Interpretation des (richtigen) Ganzen essentiell, denn Anteil und Teil beziehen 
sich auf das Ganze.  
Grundvorstellungen erfassen die Qualität des Ganzen oft nur indirekt und lassen 
sie zu einem gewissen Grad offen (s. a. Malle 2004, S. 4). Darüber hinaus kön-
nen sich auch Zwischenformen des Ganzen ergeben, die sich nicht immer ein-
deutig einer Grundvorstellung zuordnen lassen. So kann z. B. das Ganze im 
Zusammenhang mit der Grundvorstellung vom Teil eines Ganzen ein kontinuier-
liches, d. h. zusammenhängendes Ganzes, wie ein ungeschnittener Kuchen sein. 
Es kann allerdings auch ein bereits strukturiertes flächiges Ganzes sein, wie etwa 
ein geschnittener Kuchen, bei dem die einzelnen Stücke zusammen das Ganze 
bilden. Im letzten Fall ist die Interpretation des Ganzen grundsätzlich mehrdeutig 
und kann je nach Interpretation (Blick auf den Kuchen versus Blick auf die Stü-
cke) verschiedene Bearbeitungswege für Lernende nahelegen (vgl. Abschnitt 
1.5.2). 
Im Folgenden wird sowohl auf die Bedeutung des Ganzen als Bezugsgröße für 
Teil und Anteil als auch auf dessen Qualität und die damit verbundene Auswahl 
geeigneter Bearbeitungswege eingegangen. Darüber hinaus werden Schwierig-
keiten von Lernenden im Hinblick auf den Umgang mit dem Ganzen dargestellt.  
Dieser Abschnitt ist nicht Ausgangspunkt, sondern Zwischenprodukt der empiri-
schen Untersuchungen, der für eine bessere Lesbarkeit dennoch an den Anfang 
gestellt wird. Die Darstellung wird durch aus der Literatur referierte Befunde 
zum Ganzen gestützt und mit Beobachtungen aus der eigenen Empirie (vgl. 
Kap. 3-8) vorgreifend konkretisiert, um das Anliegen deutlich zu machen.  

1.5.1 Die Bedeutung des Ganzen als Bezugsgröße 
Für das Verständnis von Brüchen ist das Erfassen von Relationen zentral (vgl. 
Abschnitt 1.2.3): Der Anteil drückt einen multiplikativen Zusammenhang zwi-
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schen Teil und Ganzem aus. Umgekehrt muss jeder Anteil, wenn er inhaltlich 
gedeutet werden soll, auf ein geeignetes Ganzes bezogen und interpretiert wer-
den. Dieses Ganze ist als Bezugsgröße nicht beliebig und muss aus dem jeweili-
gen Bearbeitungskontext erschlossen werden, denn mit dem Bezug auf ein spezi-
fisches Ganzes ergibt sich jeweils ein spezifischer Teil bzw. Anteil: 

„One of the most critical understandings in the fraction world is that the nu-
merical symbol (1/3, for example) can represent different amounts, depend-
ing on what the unit or the unit whole happens to be. How many or how 
much is meant by 1/3 is ambiguous unless we know (among other things) to 
which whole it refers. The notions of unitizing and norming play a major role 
in the development of the fraction concept. […] The ability to reinterpret in-
formation in terms of different unit wholes – sometimes several times within 
the same situation – appears to be essential to understanding ratios.“  
(Lamon 1994, S. 97 f.) 

Lamon spricht hier die notwendige Flexibilität im Interpretieren von Strukturen 
an. So muss stets geprüft werden, welches Ganze das in der jeweiligen Situation 
geeignete ist: 1/3 von 60 ergibt einen ganz anderen Teil als 1/3 von 30. Solange 
kein Bezug zu einem Ganzen hergestellt wird, bleibt die Interpretation des An-
teils zunächst uneindeutig. 
Die Bezugsgröße oder das Ganze erhalten ihre Bedeutung damit sowohl beim 
Bestimmen des Teils vom Ganzen als auch in komplexeren Situationen, so z. B. 
beim Addieren oder Multiplizieren: Beim Addieren zweier Brüche muss zu-
nächst ein gemeinsamer Nenner gefunden werden. Inhaltlich steckt in dem 
Gleichnamigmachen der Brüche der Rückbezug auf dasselbe Ganze. Beim Mul-
tiplizieren wechselt das Ganze sogar mehrmals: Bestimmt man 1/2 von einer 3/4 
Schokolade, so bezieht sich der Anteil 3/4 auf die gesamte Schokolade. Der An-
teil 1/2 bezieht sich auf den Anteil 3/4. Das Ergebnis 3/8 bezieht sich allerdings 
nicht auf 3/4 der Schokolade, sondern wieder auf die gesamte Schokolade. (s. a. 
Mack 2000, S. 309). Für die Kenntnis der Multiplikation von Brüchen ist daher 
das Erkennen des Ganzen zentral (Mack 2000) und stellt die Anforderung, stets 
den Überblick über verschiedene Ganze zu behalten. 
In der Bedeutung des Ganzen als Bezugsgröße äußert sich die Dynamik der 
Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem: Die Veränderung des Gan-
zen hat immer eine Auswirkung auf den Teil bzw. den Anteil. Wird das Ganze 
größer und bleibt der Anteil gleich, so wird der entsprechende Teil auch größer 
etc. (vgl. auch Abschnitt 1.7.1).  

1.5.2 Mit verschiedenen Qualitäten des Ganzen arbeiten 
In Abschnitt 1.2 wurde bei der Darstellung der Grundvorstellungen für Brüche 
bereits darauf hingewiesen, dass diese als Konstrukte aus der Rückschauperspek-
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tive selbst vielfältige Vorstellungen vereinen. Das bedeutet, dass sie bereits eine 
Vergröberung bzw. Zusammenfassung vielfältiger Interpretationen eines (ma-
thematischen) Inhaltsbereichs darstellen. Die Empirie hat dagegen gezeigt, dass 
individuelle Vorstellungen, die z. T. auch fachlich nicht tragfähige Aspekte um-
fassen können, viel breiter sein können: So verfügen viele Lernende bereits in 
Bezug auf das Ganze über vielfältige Vorstellungen. Dabei ist ein Wechsel zwi-
schen diesen für Schülerinnen und Schüler nicht immer selbstverständlich. So 
können unter anderem bestimmte Formen des Ganzen z. B. auch für manche 
Lernende bestimmte Sichtweisen näher legen, während andere Qualitäten vom 
Ganzen sie auch in ihrer Lösungsfindung behindern können (s. Kapitel 5 bis 8 
der vorliegenden Arbeit).  
Damit wird ein verfeinerter Blick auf die Grundvorstellungen notwendig: Zum 
einen sind sie in ihrer Komplexität für Lernende teilweise schwer erfassbar, zum 
anderen ermöglicht der ausdifferenzierte Blick eine feinere Analyse der Vorge-
hensweisen von Lernenden in Abhängigkeit verschiedener Ganzer. 
Im Folgenden werden die in Abschnitt 1.2.3 dargestellten Grundvorstellungen 
Relativer Anteil / Multiplikative Teil-Ganzes-Relation und Teil eines Ganzen im 
Hinblick auf Bedeutungsnuancen und Interpretationsspielräume hin konkretisiert 
bzw. ausdifferenziert, wobei kein Anspruch auf Vollständigkeit der Darstellung 
erhoben wird. Andere Ausdifferenzierungen von Vorstellungen zu Brüchen auch 
z. T. unter Berücksichtigung des Ganzen findet man z. B. bei Lamon (1996), 
S. 174 und Neumann (1997). 
Als eine wichtige Unterscheidung der Qualität des Ganzen kann die Art der Zu-
sammensetzung gesehen werden: kontinuierlich (flächig oder linear) oder diskret 
bzw. Mischformen. So stellt das kontinuierliche Ganze eine Einheit dar, die ohne 
Aufbrechen dieser Einheit nicht in Teile oder Teilmengen zerlegbar ist. Ein typi-
sches Beispiel für ein solches Ganzes ist ein Kuchen (vgl. Tab. 1-2): Dabei ist 
der Kuchen ein flächiges Ganzes und eine im Unterricht häufig genutzte Reprä-
sentation (neben dem Rechteck). Die Strecke ist hingegen ein lineares Modell für 
ein Ganzes (Es kann auch noch ein räumliches Ganzes geben, jedoch wird dieses 
hier nicht weiter ausgeführt, da es z. T. in bildlicher Darstellung von Lernenden 
nicht als dreidimensional gedeutet wird; s. a. Neumann 1997.). Beide aufgeführ-
ten Beispiele sind Varianten des Teils eines Ganzen. 
Für den Teil eines diskreten Ganzen lassen sich ebenfalls verschiedene Bedeu-
tungsnuancen unterscheiden (vgl. Tab. 1-3): Hier stellt das Ganze zwar ebenfalls 
eine Einheit dar, auf die sich der Anteil bezieht, es besteht aber selbst wiederum 
aus mehreren gleichartigen Einheiten, die nicht erst durch einen Zerteilungsvor-
gang geschaffen werden. Es ist also diskret bzw. eine Menge. Damit ist das Gan-
ze strenggenommen keine physische Einheit (d. h. „ganz“), sondern eine Verei-
nigung kleinerer Einheiten. Ein typisches Beispiel ist eine Menge Bonbons.  
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Teil eines kontinuierlichen Ganzen 
Teil von einem flächigen Ganzen 

 

Ganzes: 
 
Beispiel: 

Kontinuierlich; 1; Bekannt 
 
2/3 von 1 Kuchen 

Teil von einer Strecke 

Ganzes: 
 
Beispiel: 

Kontinuierlich; 1; Bekannt 
 
2/3 von 1 Stab 

Tabelle 1-2: Teil eines kontinuierlichen Ganzen 
 

Teil eines diskreten Ganzen 
Multiplikative Teil-Ganzes-Relation I (Relativer Anteil) 

 

Ganzes: 
 
Beispiel: 

Diskret; Vielfaches vom Nenner; Bekannt 
 
2/3 von 9 Bonbons 

Multiplikative Teil-Ganzes-Relation II (abgeschlossenes Teil-Ganzes-System) 

 

Ganzes: 
 
 
Beispiel: 
 

Diskret; Entspricht genau dem Nenner 
(deswegen abgeschlossen); Bekannt 
 
2/3 von 3 Bonbons bzw. 
2 von genau 3 Bonbons 

Quote 
 
 

Ganzes: 
 
 
Beispiel: 

Diskret; Unbekannt 
 
 
Immer 2 von 3 

Tabelle 1-3: Teil eines diskreten Ganzen 
 
Während bei der Multiplikativen Teil-Ganzes-Relation I das Ganze zwar diskret, 
aber größer als die Zahl im Nenner des Anteils ist (vgl. Relativer Anteil in Ab-
schnitt 1.2.3), ist bei der Multiplikativen Teil-Ganzes-Relation II das Ganze auf 
den Nenner des Anteils eingeschränkt: Der Nenner gibt an, aus wie vielen Teilen 
das Ganze besteht. Deshalb ist das Ganze „abgeschlossen“ (vgl. auch die Be-
zeichnung „absoluter Anteil“ bei Malle 2004). Im Fall der Quote ist das Ganze 
unbestimmt: Es ergibt sich als Vervielfachung der Beziehung „2 von 3“. So ist 
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das Ganze ein Vielfaches des Nenners und der Teil ein entsprechendes Vielfaches 
des Zählers (z. B. bei Hochrechnungen; vgl. auch Malle 2004).  
Schwierigkeiten können sich bei den letzten beiden Vorstellungen ergeben, wenn 
Lernende auf ihrer Grundlage z. B. addieren: Aus dieser Perspektive lässt sich 
u. U. der Fehler 3/4 + 2/3 = 5/7 inhaltlich erklären (vgl. Malle 2004 und Peck / 
Jencks 1981). 
 

Teil mehrerer kontinuierlicher Ganzer  

       

Ganzes: 
 
Beispiel: 

Mehrere kontinuierliche Ganze; >1; Bekannt 
 
2/3 von 2 Kuchen  

       

Ganzes: 
 
Beispiel: 
 

Kontinuierlich; 1; Bekannt
 
(2/3 von 2 Kuchen) bezogen auf 1 Kuchen 
(= 4/3 von 1 Kuchen) 

Teil eines kontinuierlichen strukturierten Ganzen  

 

Ganzes: 
 
Beispiel: 

Kontinuierlich, strukturiert; 1; Bekannt 
 
2/3 von 1 Kuchen  

 

Ganzes: 
 
Beispiel: 

Kontinuierlich, strukturiert; >1; Bekannt 
 
2/3 von 12 Kuchenstücken 

Teil mehrerer diskreter Ganzer 

 

Ganzes: 
 
 
Beispiel: 

Diskret in kontinuierlicher Fassung; Kein 
Vielfaches vom Nenner; Bekannt 
 
2/3 von 7 Bonbons  
(= 4 Bonbons und 2/3 von 1 Bonbon) 

 

Ganzes: 
 
Beispiel: 

Diskret in kontinuierlicher Fassung
 
2/3 von einer Bonbontüte 

Tabelle 1-4: Mischformen – Es kommt auf den Fokus des Betrachters an 
 
Zwischen diskreten und kontinuierlichen Ganzen (Tab. 1-3 bzw. 1-2) gibt es 
Übergänge (vgl. Greer 1992, S. 279). Die Darstellungen in Tabelle 1-4 stellen 
solche Zwischenformen dar und sind potenziell mehrdeutig: Beim Anteil mehre-
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rer flächiger Ganzer besteht diese Mehrdeutigkeit in der Interpretation beider 
geometrischer Formen als ein Ganzes zusammen oder als zwei getrennte Ganze. 
 Im Fall des kontinuierlichen strukturierten Ganzen besteht die Mehrdeutigkeit in 
der möglichen Fokussierung auf zwei Eigenschaften des geometrischen Objekts: 
Zum einen kann die äußere Form als entscheidend angesehen werden. Dann wird 
der Teil von einem Ganzen bestimmt. Zum anderen kann aber auch die interne 
Aufteilung / Strukturierung als relevantes Merkmal fokussiert werden. Damit 
„zerfällt“ das kontinuierliche Kreisganze in eine diskrete Vereinigung einzelner 
Stücke. 
Der Teil mehrerer diskreter Ganzer ist ebenfalls eine Symbiose aus diskretem 
und kontinuierlichem Ganzen: Ist das Ganze, von dem ein Anteil bestimmt wer-
den soll, kein Vielfaches vom Nenner eines Repräsentanten des Anteils, d. h. 
können die einzelnen diskreten Stücke nicht restlos in einzelne Teilmengen des 
Ganzen zerlegt werden, so müssen die übrig bleibenden Stücke selbst zerteilt 
werden. Damit wird allerdings unter die eigentlich vorgegebene kleinste Einheit 
gegangen, d. h. die diskrete kleinste Einheit wird in gewisser Weise als kontinu-
ierlich behandelt.  
Im zweiten Beispiel des Teils mehrerer diskreter Ganzer besteht das Ganze aus 
einer kontinuierlichen Einheit, die allerdings diskret aufgebrochen werden kann. 
Der Unterschied zum Anteil von einem strukturierten kontinuierlichem Ganzen 
besteht dabei darin, dass die kontinuierliche Struktur die diskrete überlagert. 

Besonderheiten der Zusammenhänge 
In Bezug auf die Qualitäten und den Zusammenhang von Teil und Ganzem lässt 
sich Folgendes feststellen: Geht man von einem Teil aus, so stellt sich die 
Schwierigkeit, dass ein kontinuierlicher Teil z. B. kein kontinuierliches Ganzes 
erzeugen muss. So ist etwa ein Kuchenstück ein kontinuierlicher (flächiger) Teil, 
da es eine zusammenhängende Einheit darstellt, die auch noch weiter unterteilt 
werden könnte. Durch das Zusammenfügen mehrerer solcher Stücke entsteht 
dann ein kontinuierliches strukturiertes Ganzes, bei dem die einzelnen Stücke 
zusammen keine zusammenhängende Einheit ergeben.  
Neben dem hier geschilderten Übergang zwischen verschiedenen Qualitäten, 
ergeben sich in der Praxis viele weitere (so kann etwa ein numerisch repräsen-
tiertes Ganzes auch inhaltlich gedeutet werden; z. B. „2“ als „2 Pizzen“ oder „2 
Bonbons“). Dabei sind sie für Lernende z. T. mit bestimmten Lösungswegen 
verbunden, bzw. Lernende nehmen hier auch z. T. Umdeutungen vor (s. Kapi-
tel 7).  
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1.5.3 Schwierigkeiten mit dem Ganzen 
Das Ganze ist für das Umgehen mit Brüchen zentral (siehe z. B. Lamon 1994, 
Mack 2000). Empirische Studien zeigen, dass gerade im Zusammenhang mit der 
Wahl und Interpretation eines geeigneten Ganzen für Lernende Schwierigkeiten 
entstehen können. Dabei ist die Beschäftigung mit dem Ganzen in der fachdidak-
tischen und empirischen Forschung kein grundständig neues Thema: Neben dem 
Ganzen werden auch die Bedeutung des relativen Anteils und das Operieren mit 
Einheiten als wichtige Voraussetzungen für einen verständigen und flexiblen 
Umgang mit Brüchen gesehen (vgl. z. B. Lamon 1996, Mack 2000).  
In der eigenen Vorstudie erwiesen sich das inhaltliche Verständnis des Ganzen 
sowie dessen flexible Interpretation besonders eindringlich als wichtige Voraus-
setzungen für den Umgang mit Brüchen (vgl. Kapitel 3 und Schink 2008). 
Auch in anderen Untersuchungen zeigen sich Schwierigkeiten im Zusammen-
hang mit dem Ganzen. In einer Studie von Prediger (2008b) erwies sich die Be-
zugnahme auf ein falsches Ganzes bzw. verschiedene Ganze als häufige Schwie-
rigkeit bei der Formulierung geeigneter Rechengeschichten zu einer Additions-
aufgabe: 20 von 269 Lernenden addierten so Teile verschiedener Ganzer (Predi-
ger 2008b, S. 33; s. a. Tichá 2007). Diese Schwierigkeit lässt sich auch in bildli-
chen Darstellungen von Operationen finden (z. B. Peck / Jencks 1981, Malle / 
Huber 2004, Prediger 2008a). Beim Multiplizieren treten Schwierigkeiten bei der 
Interpretation des Ganzen durch den Wechsel der Bezugsgröße auf (s. a. Prediger 
/ Schink 2009). 
Im Hinblick auf bildliche Darstellungen bereitet das Identifizieren des Ganzen 
z. T. Probleme: So besteht eine potenzielle Verwechslungsgefahr im Hinblick auf 
die Position eines Bruchs als Zahl auf dem Zahlenstrahl und seiner Deutung als 
Anteil einer Strecke (Payne 1986, S. 54). Ähnliche Schwierigkeiten können sich 
für Lernende ergeben, wenn es um die bildliche Darstellung unechter Brüche 
geht (z. B. Nunes / Bryant 1996, Mack 1990). 
Wenn das Ganze nicht gegeben ist, sondern aus den gegebenen Daten erschlos-
sen werden soll (vgl. Konstellation III in Abschnitt 1.7), können sich ebenfalls 
Probleme für Lernende bei der Interpretation ergeben. In einer Studie von Hase-
mann (1986a) wurde den Schülerinnen und Schülern so folgende Aufgabe ge-
stellt: „Auf einem Kindergeburtstag gab es Kuchen zu essen. 2/7 der angebote-
nen Kuchenstücke sind übrig geblieben, nämlich diese: źźźź Wie viele 
Kuchenstücke hatte die Mutter gekauft?“ (Hasemann 1986a, S. 2; Kuchenstücke 
nachgebildet). Diese Aufgabe konnte von 13 % der teilnehmenden Hauptschüle-
rinnen und -schüler richtig gelöst werden, wohingegen sie von jeweils 42 % der 
Lernenden falsch bzw. nicht bearbeitet wurde (ebd., S. 2; über die fehlenden 3 % 
wird nicht berichtet). 
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Dieser kurze Überblick zeigt bereits die enorme Vielfalt möglicher Schwierig-
keiten im Zusammenhang mit der richtigen Strukturierung des Ganzen und der 
Zusammenhänge mit Teil und Anteil. Diese Schwierigkeiten sind partiell darauf 
zurück zu führen, dass die Vorstellungen zu den Beziehungen zwischen Teil, 
Anteil und Ganzem selbst jenseits der einzelnen Grundvorstellungen vielschich-
tig sind. Im folgenden Abschnitt wird mit dem Bilden und Umbilden von Einhei-
ten auf eine erste Facette des flexiblen Umgangs mit Brüchen jenseits des über-
greifenden Aspekts des Ganzen eingegangen.  

1.6 Einheiten bilden und umbilden 
Eine erste Facette eines flexiblen Umgangs mit Brüchen stellt das Bilden und 
Umbilden von Einheiten dar. Im vorangehenden Abschnitt wurde bereits die 
grundsätzliche Notwendigkeit im Umgang mit Brüchen dargestellt, Anteile im 
Hinblick auf ein jeweils spezifisches Ganzes hin zu interpretieren und zu nutzen. 
Dabei ist nicht nur dessen Qualität entscheidend für die Interpretation des An-
teils, sondern auch seine Strukturierbarkeit durch den Anteil:  
Den beiden in Abschnitt 1.2.3 dargestellten Grundvorstellungen Teil vom Ganzen 
und Relativer Anteil / Multiplikative Teil-Ganzes-Relation ist gemein, dass drei 
Komponenten aufeinander bezogen werden müssen. Das Ganze kann in Einhei-
ten zerlegt werden – z. B. acht Pizzastücke, die jeweils 1/8 vom Ganzen sind. 
Fasst man jeweils zwei dieser Einheiten zusammen, so erhält man eine neue 
Einheit: Viertel. Auf diese Weise lässt sich die ganze Pizza auf verschiedene 
Arten beschreiben. Einheiten wiederum sind immer auf ein Ganzes – die Be-
zugsgröße – bezogen, denn sie beschreiben eine Zerlegung dieses Ganzen. So 
wird der Wert jeder Einheit durch das Ganze bestimmt, auf das sie sich bezieht 
(siehe auch Abschnitt 1.5.1). Dieser Forschungsstrang um das Interpretieren von 
Strukturen und Einheiten im Zusammenhang mit Brüchen wird international 
zwar verfolgt, aber in seiner Relevanz für den Umgang mit Brüchen bislang für 
die wissenschaftliche Diskussion in Deutschland kaum wahrgenommen. 
Der Kontext für das Bilden und Umbilden von Einheiten und das Aufeinander-
Beziehen sind Kernbestandteile des multiplikativen Denkens.  

1.6.1 Multiplikatives Denken und multiplikative Situationen 
In Abschnitt 1.2.3 wurde dargestellt, dass für Brüche das Teile-Ganzes-Schema 
der natürlichen Zahlen eine wesentliche Erweiterung erfährt: Das Arbeiten mit 
Brüchen erfordert es, nicht nur additive Zahlbezüge zu berücksichtigen, sondern 
auch relative Zahlbezüge zu nutzen und zu interpretieren. Diese Zahlbezüge sind 
grundlegend für das multiplikative Denken. Während in Abschnitt 1.2.3 die Be-
deutung von relativen Bezügen zwischen Teil, Anteil und Ganzem im Zusam-
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menhang mit der Erläuterung der Grundvorstellungen dargestellt wurde, werden 
in diesem Abschnitt die Art dieser Bezüge und deren Herstellung dargestellt. 
Additives Denken und Argumentieren zeichnet sich dadurch aus, dass Situationen 
betrachtet werden, bei denen es immer um die Gesamtgröße bzw. Gesamtanzahl 
von Objekten bzw. die Anzahl von Teilen und deren Größe geht. Die genutzten 
Operationen sind Zusammenfügen, Hinzufügen, Wegnehmen oder Zerlegen 
(Nunes / Bryant 1996, S. 144; Lamon 2007). Mit diesen Operationen sind Schü-
lerinnen und Schüler von den natürlichen Zahlen her vertraut (Lamon 2007).  
Im Zusammenhang mit Brüchen wird demgegenüber die Bedeutung des multi-
plikativen Denkens hervorgehoben. Dieses unterscheidet sich vom additiven 
Denken dadurch, dass neue Zahlbedeutungen und -beziehungen sowie model-
lierbare Situationen in den Blick rücken (Nunes / Bryant 1996, S. 144 f., S. 199; 
siehe auch Lamon 2007, S. 650). Wichtige multiplikative Situationen sind die 
one-to-many correspondence und die many-to-many correspondence. Sie stellen 
die Grundlage für das Bilden von Einheiten dar (Nunes / Bryant 1996): Bei der 
one-to-many correspondence handelt es sich um die einfachste Form der multi-
plikativen Situationen. Hierbei besteht eine Beziehung zwischen zwei Mengen 
oder Einheiten, wobei die erste Einheit aus einem Objekt besteht, die zweite 
jedoch aus mehreren Objekten. Diese werden einander zugeordnet. Ein Beispiel 
für eine solche one-to-many correspondence ist z. B. „Ein Auto Æ vier Räder“ 
(1-to-4 / 1 zu 4) (Nunes / Bryant 1996, S. 145). Dementsprechend besteht die 
many-to-many correspondence aus zwei Mengen, die einander zugeordnet wer-
den. Diese Zuordnungen sind die Basis für Verhältnisse.  
In multiplikativen Situationen muss die Beziehung zwischen zwei Mengen kon-
stant sein: Beim Beispiel des Autos zeigt sich das dadurch, dass, wenn ein weite-
res Auto hinzukommt, nicht nur ein Reifen hinzu kommt, sondern vier (Nunes / 
Bryant 1996, S. 145). Damit muss in Einheiten gedacht werden: Anders als bei 
additiven Situationen, bei denen auf beiden Seiten dieselbe Zahl hinzu kommt, 
wird hier das Verhältnis der beiden Mengen zueinander erhalten. Wenn etwa 
immer ein Autofahrer genau ein Auto besitzt, dann kommt mit jedem Autofahrer 
auch immer ein Auto hinzu (additive Situation). Gleichzeitig kommen aber mit 
jedem Auto nicht ein Reifen, sondern vier Reifen hinzu: Damit kann zu jeder 
Seite auch nur eine bestimmte Einheit dazu genommen werden; im Fall der Au-
tos für die Räder Vielfache von vier und für die Autos entsprechende Vielfache 
von eins (Nunes / Bryant 1996, S. 145; s. a. Lamon 2007, S. 650 und Abb. 1-11). 
Eine neue Einheit entsteht: „Reifen pro Auto“. 
Während diese Art der Situationen und Zahlbeziehungen eher noch auf natürli-
che Zahlen bezogen sind, kommt mit dem Zerteilen eine neue Zahlbeziehung 
hinzu:  
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“There is a direct relation between total number of sweets and sweets per 
child but an inverse relation between number of children and sweets per 
child. Thus there are new relationships to be understood with sharing and 
successive splits which are not present in the one-to-many correspondence 
situation, where the ratio is fixed from the outset.”   
(Nunes / Bryant 1996, S. 150) 

Diese Zahlbeziehung, die durch das Zerteilen hinzukommt, ist deswegen anders, 
weil sich die Richtung der Zusammenhänge ändert: Je mehr Kinder hinzu kom-
men und von derselben Bonbonanzahl essen, desto weniger Bonbons bekommt 
jedes einzelne Kind. Das bedeutet, die Zahl der Bonbons pro Kind ist vom Gan-
zen und von der Anzahl der Kinder abhängig. Bei der one-to-many correspon-
dence ist diese Rate hingegen vorgegeben und unveränderlich: Z. B. pro Auto 
kommen immer vier Reifen hinzu. 
Mit diesen neuen Zahlbeziehungen rücken auch neue Situationen und Tätigkei-
ten ins Zentrum (s. a. Nunes / Bryant 1996, S. 144 f.): Die Tätigkeiten, die man 
in diesem Zusammenhang durchführt, sind nicht mehr Zusammenfügen oder 
Auseinandernehmen (ebd.). Zu multiplikativen Konzepten gehören Messen, 
Kovariation, Denken in Relationen, Einheiten bilden und Normieren, Teilen und 
Vergleichen, „reasoning up and down“ (z. B. wenn das Ganze nur implizit gege-
ben ist, auf Einheiten runterrechnen und diese nutzen; Lamon 2007, S. 648) und 
Interpretationen von rationalen Zahlen (Lamon 2007, S. 652; für weitere Auflis-
tungen für multiplikatives Denken und multiplikative Situationen – auch in Be-
zug auf Zahlbereichserweiterungen – s. a. Nunes / Bryant 1996, S. 144 f., Greer 
1992, Greer 1994, Vergnaud 1994). 
 

             
Abb. 1-11: One-to-many: immer ein Auto, vier Räder (nach Nunes / Bryant 1996) 

 
Somit ist das Multiplikative Denken eng verbunden mit dem Bilden und Umbil-
den von Einheiten: Während Additives Denken in Bezug auf Mengen Zu- oder 
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Abnahmen beschreibt, betont das Multiplikative Denken Mengenvergleiche und 
Relationen. 

1.6.2 Einheiten nutzen: Bilden und Umbilden von Einheiten  
Für natürliche Zahlen sind Zählaktivitäten bei diskreten Objekten und Messakti-
vitäten bei kontinuierlichen Größen grundlegend (Greer 1992, S. 277): Haben 
Kinder eine Vorstellung von natürlichen Zahlen als Mengen (kardinales Zahlver-
ständnis) entwickelt, so können sie auch Mengen in einzelne Teilmengen zerle-
gen, Zahlzerlegungen vornehmen und Mengen bilden (vgl. Fritz et al. 2009, 
S. 18; s. a. Steffe 1988). In den Abschnitten 1.2.3 und 1.6.1 wurde bereits darge-
stellt, inwiefern das Teil-Ganzes-Schema als Grundlage für das Verständnis von 
Mengenbeziehungen und Zerlegungen wichtig ist (s. a. Weißhaupt / Peucker 
2009). Die Bedeutung des Teil-Ganzes-Schemas ergibt sich für die Brüche im 
Kontext multiplikativer Zusammenhänge (vgl. Abschnitt 1.6.1). 
Das Wissen um Zerlegungen erlaubt es, Mengen über ihre Zerlegungen neu zu 
beschreiben, indem die so entstehenden Teilmengen als Einheiten zur Beschrei-
bung der ursprünglichen Menge festgelegt werden („unitizing“). Lamon (1996) 
nennt in diesem Zusammenhang das Beispiel der Cola-Dosen: Wenn man eine 
Packung Cola mit 24 Cola-Dosen kauft, so kann jede einzelne Dose als eine 
Einheit verstanden werden. Die Menge Cola besteht dann aus 24 Einheiten, die 
jeweils durch eine Dose repräsentiert werden. Dabei ist die einzelne Dose die 
einfachste mögliche Einheit zur Beschreibung des 24er-Packs. Die 24 Cola-
Dosen können aber auch in zwei Zwölferpacks gekauft werden. Mit den Zwölf-
erpacks hat man eine neue Einheit geschaffen, mit der man die Menge der 24 
Cola-Dosen beschreiben kann: Ein 24er-Pack besteht aus zwei Zwölferpacks. 
Neben den Zwölferpacks sind noch weitere Packungsgrößen denkbar, wie z. B. 
Sechserpacks. Damit wird die Cola beschreibbar als zusammengesetzt aus vier 
Sechserpacks (s. Lamon 1996, S. 171). 
Die hier genutzten Einheiten unterscheiden sich voneinander. Während die ein-
zelne Dose nicht in weitere Dosen zerlegbar ist, sind die unterschiedlichen Pa-
ckungsgrößen jeweils selbst weiter zerlegbar – sowohl in einzelne Dosen als 
auch in kleinere Packungen: Ein Sechserpack besteht aus sechs einzelnen Dosen 
oder z. B. zwei Dreierpacks.  
Im Fall der einzelnen Cola-Dose wird von einer Einheit „Eins“ (singleton unit) 
gesprochen und im Fall der einzelnen Packungen von zusammengesetzten Ein-
heiten (composite units). Dabei ist eine composite unit „a unit that itself is com-
posed of units“ (Steffe 1994, S. 15; neben diesen Einheiten werden noch weitere 
unterschieden, auf die hier im Einzelnen nicht weiter eingegangen wird). 
Das Herstellen und Nutzen von Einheiten wird als wichtig für den Erwerb weite-
rer mathematischer Konzepte erachtet und als mögliches Bindeglied zwischen 
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ganzen Zahlen und Brüchen gesehen (Behr et al. 1992, Kieren 1993, Lamon 
1994, Lamon 1996, Alexander 1997): 

„The ability to construct a reference unit or a unit whole, and then to reinter-
pret a situation in terms of that unit, appears critical to the development of in-
creasingly sophisticated mathematical ideas. This process, which begins in 
early childhood […] involves the progressive composition of units to form 
increasingly complex quantity structures.” (Lamon 1994, S. 92) 

So ist die Identifikation des Ganzen und dessen Strukturierung fundamental für 
den Umgang mit Brüchen (siehe auch Abschnitt 1.5.1). 
Im Zusammenhang mit Einheiten und dem Beschreiben von Mengen durch ihre 
Zerlegungen, kommt auch dem Messen eine wichtige Bedeutung zu: Geht man 
mit kontinuierlichen Größen um, d. h. Größen, die selbst nicht aus kleineren 
Einheiten bestehen, so können diese durch Ausmessen mit einer anderen Größe 
charakterisiert werden. Dabei kann man dieselbe Größe durch unterschiedliche 
Maße ausdrücken: So gibt es z. B. verschiedene Längenmaße wie Inch, Meter, 
Zoll oder Feet. Dabei dient das Maß auch als eine strukturierende Einheit und 
schafft damit eine Verbindung zum Einheitenbilden (Lamon 2007, S. 651). 
Zerlegen und Ausmessen sind Tätigkeiten, die sich von den natürlichen Zahlen 
auf die Brüche übertragen lassen. Die Bedeutung des Zerlegens oder Verteilens 
einer Einheit oder eines Ganzen wird für das Verständnis von Brüchen und ihrer 
Operationen von einigen Wissenschaftlern als grundlegend erachtet (z. B. 
Streefland 1991, Alexander 1997, Lamon 2007). 
Einen Anteil von einem Ganzen (wie z. B. einem Kuchen) zu nehmen bedeutet, 
dass man dieses Ganze in mehrere gleich große Stücke oder Mengen unterteilt 
und von diesen Stücken oder Mengen eine bestimmte Anzahl nimmt (s. Ab-
schnitt 1.2.3). Der Anteil drückt dabei die Beziehung zwischen dem Teil und dem 
Ganzen aus: Mit dem Anteil 1/3 kann man einen ganzen Kuchen „ausmessen“. 
Andererseits kann man aber auch einen Anteil des Kuchens durch einen kleine-
ren oder auch größeren Anteil beschreiben: 1/3 Kuchen ist die Hälfte von 2/3 
Kuchen und das Doppelte von 1/6 Kuchen (wenn immer auf denselben Kuchen 
Bezug genommen wird). Eine Schwierigkeit, die im Zuge des Messens auftreten 
kann, ist dabei die Verwechslung von Maß und zu Messendem (z. B. Alexander 
1997). Darüber hinaus ist grundlegend, dass das Maß erhalten bleibt (manche 
Kinder teilen z. B. Ganze ungleichmäßig auf, s. Abschnitt 1.3.3). 
Empirische Studien untersuchen diese Teilungs-, Einheitenbildungs- und Mess-
prozesse von Schülerinnen und Schülern auch im Übergang von natürlichen 
Zahlen zu Brüchen (z. B. Alexander 1997). So verfügen Lernende z. T. im Zu-
sammenhang mit Brüchen bereits im Vorfeld über informelles Wissen zu Zertei-
lungen (z. B. Mack 1990; in ihrer Untersuchung nutzten die Lernenden Untertei-
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lungen, referierten dann aber eher auf die Anzahl der so entstehenden Teile und 
nicht auf deren Größe).  
Mit dem Bilden und Umbilden von Einheiten und dem Ausmessen mit verschie-
denen Maßen stehen Strukturen und Zusammenhänge im Zentrum. Entscheidend 
ist dabei, dass Einheiten immer in Relation zu einer Bezugsgröße gesehen wer-
den müssen: Flexible Umstrukturierungen und Interpretationen von Teilen und 
Anteilen haben für den Umgang mit dem Ganzen eine große Bedeutung. Beim 
Bilden und Umbilden von Einheiten wird das Ganze auf immer neue Art und 
Weise als Zusammensetzung dieser Einheiten beschrieben: Bei dem eingangs 
erwähnten Cola-Beispiel wurde das 24er-Pack mit Dosen in verschiedene Ein-
heiten zerlegt und damit durch verschiedene Arten von Zerlegungen beschreibbar 
gemacht. Umgekehrt muss die einzelne Einheit aber auch in Bezug auf verschie-
dene Ganze beschrieben und gedeutet werden: Das Sechserpack Cola kann zum 
einen als Teil des 24er-Packs gesehen werden, zum anderen aber auch als Teil 
des Zwölferpacks. Je nachdem, zu welcher Packungsgröße man das Sechserpack 
in Beziehung setzt, ändert sich seine Beziehung zum Ganzen: In Bezug auf das 
24er-Pack ist das Sechserpack 1/4, denn vier solcher Packungen ergeben zu-
sammen 24 Dosen. In Bezug auf das Zwölferpack ist es jedoch 1/2. 
Dieses Beispiel zeigt eindringlich die komplexen Umdeutungen des Ganzen und 
dessen Strukturierung. Das Bilden und Umbilden von Einheiten erfordert damit 
einerseits Einsichten in das Funktionieren von Strukturen und eine gute Orientie-
rung in den Zusammenhängen zwischen Teil, Anteil und Ganzem. Andererseits 
geht mit dem Umbilden und Interpretieren von Einheiten eine Durchdringung 
eben dieser Zusammenhänge einher. 

Fazit 
In diesem Abschnitt wurde das Bilden und Umbilden von Einheiten als eine 
Facette des hier beschriebenen flexiblen Umgangs mit Brüchen dargestellt.  
Dabei wird deutlich, dass das Bilden und Umbilden von Einheiten hohe Anforde-
rungen in Bezug auf die Strukturierungsfähigkeit an Lernende stellt: Die Inter-
pretation des Ganzen in Bezug auf die es erzeugenden Teile und die Interpretati-
on der Teile und Anteile im Hinblick auf das Ganze wurden als grundlegende 
Voraussetzungen für den Umgang mit Brüchen herausgestellt.  
Im folgenden Abschnitt wird das Bewältigen verschiedener Konstellationen als 
weitere Facette eines flexiblen Umgangs mit Brüchen dargestellt: Das Bilden 
und Umbilden von Einheiten ist stets auf einen konkreten Kontext und eine kon-
krete Situation bezogen, die durch die Konstellationen beschrieben werden kön-
nen. 
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1.7 Verschiedene Konstellationen bewältigen 
In Abschnitt 1.7 wird die zweite von drei Facetten eines flexiblen Umgangs mit 
Brüchen jenseits des übergreifenden Aspekts des Ganzen – das Umgehen mit 
Brüchen in verschiedenen Konstellationen – dargestellt: In dem in dieser Arbeit 
entwickelten Verständnis ist eine zweite Facette eines flexiblen Umgangs mit 
Brüchen erreicht, wenn Lernende die in Abschnitt 1.2 beschriebenen Zusam-
menhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem in unterschiedlichen Konstellatio-
nen herstellen können. Dabei bezeichnet Konstellation in dem hier zugrunde 
gelegten Verständnis eine jeweils spezifische Perspektive auf die Zusammenhän-
ge der drei Komponenten Teil, Anteil und Ganzes, die strukturell eine Einheit 
bilden:  

Ohne das Ganze gibt es weder Teil noch Anteil und umgekehrt. 
Im Folgenden werden die drei Konstellationen dargestellt und beispielhaft kon-
kretisiert. 

1.7.1 Drei Konstellationen als Ausdruck von Zusammenhängen 
Grundvorstellungen konzeptualisieren die Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil 
und Ganzem. Meist werden sie jedoch so formuliert, dass die jeweilige Perspek-
tive auf die Zusammenhänge nicht explizit thematisiert wird oder aber dass der 
Teil als die zu bestimmende Größe erscheint.  
In Kontexten stoßen Lernende jedoch auch auf Konstellationen, bei denen z. B. 
das Ganze gar nicht vorgegeben ist, sondern aus Teil und Anteil rekonstruiert 
werden muss. Hier stehen sie vor der Schwierigkeit, aus diesen Angaben die 
geeignete Grundvorstellung zur Lösung zu finden, denn dazu müssen sie zu-
nächst auch die Grundvorstellungen, die ihnen bekannt sind, problemangemessen 
umstrukturieren. Damit kann der Fokus auf eine einzige Sichtweise der Zusam-
menhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem die Lösungsfindung erschweren, 
wenn nicht sogar unmöglich machen. So stellt sich die Forderung, die Zusam-
menhänge nicht statisch aus einer Perspektive zu betrachten, sondern explizit 
verschiedene Perspektiven zu thematisieren. Damit wird mit den Konstellationen 
eine Schicht unter die Ebene der Grundvorstellungen gegangen, welche als Kon-
strukte das Zusammenspiel der drei Komponenten und damit die drei Perspekti-
ven als größere Einheit umfassen. 
Konstellationen stellen die möglichen Kombinationen der drei Komponenten 
Teil, Anteil und Ganzes dar, wenn jeweils zwei von diesen als Ausgangspunkt 
genommen werden. Für den Umgang mit Brüchen lassen sich damit drei mögli-
che Konstellationen unterscheiden:  
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Konstellation   I: Ganzes und Anteil sind gegeben, der Teil ist gesucht. 
Konstellation  II: Ganzes und Teil sind gegeben, der Anteil ist gesucht. 
Konstellation III: Teil und Anteil sind gegeben, das Ganze ist gesucht. 

Der Fokus dieser Darstellung liegt damit auf der Strukturierung und den Zu-
sammenhängen zwischen den drei Komponenten aus verschiedenen Perspekti-
ven: Teil, Anteil und Ganzes sind aufeinander bezogen und stellen strukturell 
eine Einheit dar. Erst ihr Zusammenspiel ergibt die vollständige Situation: Ohne 
den Teil gibt es keinen Anteil und umgekehrt. Ohne das Ganze macht es wenig 
Sinn, von einem Teil zu reden. Ein Ganzes setzt sich aus Teilen zusammen bzw. 
lässt sich in Teile zerlegen. Anteile beziehen sich auf ein Ganzes.  
Für die graphische Darstellung der strukturellen Zusammenhänge und Variatio-
nen der drei Komponenten Teil, Anteil und Ganzes wird, wenn eine konkrete 
Konstellation betrachtet wird, ein Dreieck gewählt. Dieses hat gegenüber einer 
linearen Darstellung den Vorteil, dass alle Beziehungen zwischen den drei Grö-
ßen flexibel in einer schematischen Abbildung darstellbar sind. Darüber hinaus 
eignet sich diese Darstellung z. B. auch dazu, operative Vorgehensweisen (vgl. 
Abschnitt 1.8) in den Prozessen von Lernenden zu verdeutlichen, die an ver-
schiedenen Ecken des Konstellationsdreiecks ansetzen können: Sie lassen sich 
mit Hilfe der Kanten und Pfeilrichtungen zwischen den Komponenten veran-
schaulichen.  
Die gegebenen Komponenten werden durch eine fettgedruckte Kante miteinan-
der verbunden dargestellt. Die Pfeilspitzen verweisen immer auf das unbekannte 
oder zu untersuchende Element (vgl. Abb. 1-12). 
Zusammenhänge zwischen Konstellationen und operative Vorgehensweisen 
werden meist durch Folgen von Konstellationsdreiecken dargestellt. Konkrete 
Beispiele findet man in den Prozessanalysen der Interviews in den Kapiteln 7 
und 8. Eine weitere Ergänzung erhält diese Darstellung dort und in der Sachana-
lyse der genutzten Aufgaben in Kapitel 2 durch das Hinzufügen von Bildern, 
welche die Art des betrachteten Ganzen, Teils oder Anteils verdeutlichen. 
 

  
Abb. 1-12: Schematische Darstellung der Konstellation I 
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Zusammenfassung 
Die drei Konstellationen stellen drei verschiedene, jeweils spezifische Sichtwei-
sen oder Perspektiven auf die Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und Gan-
zem dar, die im Folgenden für den Bruch als Teil eines Ganzen und Bruch als 
Relativer Anteil – erläutert werden. Die hier zu jeder Konstellation gegebene 
beispielhafte inhaltliche Fragestellung soll als Erläuterung und Ausschärfung der 
Perspektiven für die Darstellung der Komplexität verstanden werden. 

1.7.2 Teil eines Ganzen – Realisierung in drei Konstellationen 
Das in Abschnitt 1.2.3 ohne den Blick auf verschiedene Konstellationen genutzte 
Beispiel wird im Folgenden erneut aufgegriffen, um die drei Perspektiven für 
den Bruch als Teil eines Ganzen herauszuarbeiten:  

Auf einem Teller liegt ein Kuchen. Von diesem Kuchen bekommt Lea ein 
Stück, das 2/3 vom ganzen Kuchen ist (vgl. Abb. 1-13, Mitte).  

Auf diese „Kuchensituation“ können drei Perspektiven eingenommen werden, 
die hier als drei Konstellationen bezeichnet werden (vgl. Abb. 1-13 außen). 
 

 
Abb. 1-13: Drei Konstellationen – drei Perspektiven: Teil eines Ganzen 
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Konstellation I: Ganzes und Anteil sind gegeben, der Teil ist gesucht. 
Weiß Lea nur, wie der ganze Kuchen (Ganzes) aussieht und dass sie 2/3 von 
diesem Kuchen bekommt (Anteil), so kann sie sich dafür interessieren, wie groß 
dieses Kuchenstück ist bzw. wie es aussieht (Teil). Den Teil kann sie nun durch 
Ausnutzen der Zusammenhänge zwischen den Komponenten bestimmen: Der 
Kuchen muss in diesem Fall in drei Stücke geschnitten werden. Zwei davon 
zusammen genommen sind so groß wie der gesuchte Teil von Lea. 
Hierbei ist die Zerlegung des Ganzen entscheidend: Einen Anteil nehmen bedeu-
tet, dass man das Ganze zerlegt und sich dann für einen bestimmten Teil des 
Ganzen interessiert. 

Konstellation II: Ganzes und Teil sind gegeben, der Anteil ist gesucht. 
Ausgehend von dem Kuchen (Ganzes) und ihrem Teil kann Lea fragen, welchen 
Anteil vom Kuchen sie damit eigentlich bekommen hat. Den Anteil vom Kuchen 
erhält sie, indem sie sich überlegt,  

• wie oft ihr Teil vollständig in den ganzen Kuchen (Ganzes) „passt“. Ist 
eine solche Aufteilung möglich, so ist der Teil als Stammbruch-Anteil 
vom Ganzen beschreibbar. 

• in welche gemeinsame Stückgröße man den ganzen Kuchen (Ganzes) 
und ihren Teil aufteilen kann und wie viele dieser Stücke zusammen so 
groß sind wie ihr Teil. 

Damit wird der Fokus auf die Zusammenhänge zwischen Teil und Ganzem ge-
legt: Das Ganze setzt sich aus dem Teil und einem meist nicht weiter interessie-
renden Rest zusammen. Die multiplikative Beziehung zwischen Teil und Gan-
zem wird durch den Anteil ausgedrückt. 

Konstellation III: Teil und Anteil sind gegeben, das Ganze ist gesucht. 
Wenn Lea ein Kuchenstück bekommt (Teil) und weiß, dass dieses Stück 2/3 vom 
ursprünglichen Kuchen ist (Anteil), kann sie sich fragen, wie groß der ganze 
Kuchen war bzw. wie er ausgesehen haben kann (Ganzes). 
Die Information, wie das Ganze ausgesehen haben mag, kann sie erhalten, wenn  

• sie den Teil so oft nimmt und aneinander setzt, wie es der Nenner des 
Anteils vorgibt (Stammbruch-Anteil). 

• sie den Teil in so viele Stücke gleicher Größe zerlegt, wie es der Zähler 
des Anteils vorgibt und immer eines dieser Stücke so oft aneinander 
legt, wie es der Nenner des Anteils vorgibt (Nicht-Stammbruch-Anteil).  
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Bei dieser Perspektive auf die Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und Gan-
zem wird somit nicht die Zerlegung des Ganzen bestimmt, sondern aus der Zer-
legung des Ganzen auf dessen ursprünglichen Zustand geschlossen. 
Diese drei Perspektiven auf eine Situation können grundsätzlich immer einge-
nommen werden. Dabei sind nicht stets alle drei Komponenten gleichzeitig vor-
gegeben, wie die Beispiele zeigen: Für welche der Perspektiven man sich gerade 
interessiert, hängt vom jeweiligen Kontext bzw. von der Problemstellung ab. 

1.7.3 Relativer Anteil – Realisierung in drei Konstellationen 
Beim Relativen Anteil besteht das Ganze nicht aus einem, sondern aus mehreren 
Objekten bzw. es wird durch eine Menge repräsentiert. Zur Erläuterung der ver-
schiedenen Konstellationen für den Relativen Anteil soll das Beispiel aus Ab-
schnitt 1.2.3 herangezogen werden:  

In einer Schale liegen neun Bonbons. 2/3 von diesen Bonbons bekommt Tim; 
das sind sechs Bonbons (vgl. Abb. 1-14, Mitte).  

Nun sind wiederum verschiedene Konstellationen möglich, in denen nur Teilin-
formationen zu dieser „Bonbonsituation“ bekannt sind und fehlende Informatio-
nen aus den gegebenen Komponenten erschlossen werden müssen.  
 

 

Abb. 1-14: Drei Konstellationen – drei Perspektiven: Relativer Anteil 
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Konstellation I: Ganzes und Anteil sind gegeben, der Teil ist gesucht. 
Tim kennt die Anzahl aller Bonbons (neun, d. h. das Ganze) und den Anteil 2/3, 
den er von diesen Bonbons bekommt. Er will nun wissen, wie viele Bonbons er 
nun genau bekommt (Teil). Diesen Teil kann er bestimmen, indem er die neun 
Bonbons (das Ganze) in drei Teilmengen (mit je drei Bonbons) zerlegt. Zwei 
dieser Mengen zusammen, also sechs Bonbons, ergeben den gesuchten Teil. 

Konstellation II: Ganzes und Teil sind gegeben, der Anteil ist gesucht. 
Die Anzahl aller Bonbons (neun, d. h. das Ganze) sind bekannt. Tim weiß auch, 
wie viele Bonbons er von diesen bekommt (sechs, d. h. der Teil). Nun interessiert 
er sich für den Anteil seiner Bonbons von allen Bonbons (Anteil). 
Diesen Anteil erhält er z. B., indem er eine gemeinsame Zerlegung beider Bon-
bonmengen (aller und seiner Bonbons) bestimmt. Die Anzahl, wie oft eine der so 
entstehenden Teilmengen in die Menge seiner Bonbons passt, wird ins Verhältnis 
zu der entsprechenden Anzahl der Teilmengen für alle Bonbons gesetzt und 
ergibt den Anteil. In diesem Fall können beide Bonbonmengen in Dreiergruppen 
zerlegt werden. Zwei dieser Mengen ergeben zusammen die Anzahl von Tims 
Bonbons; drei von ihnen ergeben zusammen die Anzahl aller Bonbons. Daher ist 
der gesuchte Anteil 2/3. 

Konstellation III: Teil und Anteil sind gegeben, das Ganze ist gesucht. 
Tim kennt die Anzahl seiner Bonbons (sechs, d. h. den Teil) und den Anteil, den 
diese vom Ganzen ausmachen (2/3). Nun will er wissen, wie viele Bonbons 
insgesamt da sind (Ganzes). Die Anzahl aller Bonbons (Ganzes) lässt sich be-
stimmen, indem die sechs Bonbons in zwei Gruppen aufgeteilt werden. Drei 
dieser Gruppen ergeben zusammen das Ganze.  

1.7.4 Flexibel mit Konstellationen umgehen 
Die drei Konstellationen zeichnen sich durch das Hervorheben einzelner der drei 
Komponenten aus und betonen deren Zusammenhang: Flexibilität zeichnet sich 
dadurch aus, dass die Konstellation und damit die relevanten Komponenten iden-
tifiziert und miteinander in Beziehung gesetzt werden können. Wenn man mit 
Konstellationen flexibel umgehen kann, kann man situativ entscheiden, welche 
die gesuchte Komponente ist und wie diese bestimmt werden kann (vgl. Ab-
schnitt 1.4). 
Die Problematik von (fehlender) Flexibilität im Umgang mit Konstellationen soll 
an zwei Beispielen aus der eigenen schriftlichen Erhebung zu Brüchen verdeut-
licht werden.  



60 1 Flexibler Umgang mit Brüchen 

Beispiel 1: Fehlende Flexibilität im Umgang mit Konstellationen 
Janis (GeS_19) hat Teil 2a der Bonbonaufgabe im schriftlichen Test gut bearbei-
ten können (Abb. 1-15). In der Aufgabe soll die Anzahl gegessener Bonbons 
bestimmt werden (Konstellation I: Gegeben sind der Anteil 5/8 und das Ganze 
16 Bonbons; gesucht ist der Teil). Janis hat dazu den Anteil erweitert und kann 
auch ein Bild zeichnen, welches das Ergebnis zeigt. 
 

    

Abb. 1-15: Janis´ (GeS_19) Lösung zur Bonbonaufgabe 2a  
 
Im nächsten Aufgabenteil soll Janis nun das Ganze zu vorgegebenem Teil und 
Anteil bestimmen (Konstellation III: Der Teil sechs Bonbons und der Anteil 1/4 
sind gegeben, gesucht ist das Ganze, d. h. die Gesamtmenge an Bonbons). Hier 
findet Janis – zumindest in der konkreten Testsituation – keine Lösung. Während 
Janis seine Irritation durch ein großes Fragezeichen festhält, nutzten andere Ler-
nende, die an diesem Test teilnahmen, hier z. T. auch denselben Rechenweg wie 
in Teil 2a, differenzierten also anscheinend nicht zwischen den beiden unter-
schiedlichen Konstellationen.  

Beispiel 2: Flexibilität im Umgang mit Konstellationen 
Tino (GeS_72) hat bei derselben Aufgabe beide Teile tragfähig bearbeiten kön-
nen. Er scheint in beiden Teilen die Idee zu nutzen, dass ein Anteil die Zerlegung 
eines Ganzen bewirken kann: „Ich hab einen Kreis mit 8 Spalten gezeichnet, 
dann habe ich 5 Spalten ausgemalt. Es blieben noch 3 übrig. Jede Spalte bedeu-
tet 2 Bonbons.“ (2a) und „Ich habe wieder einen Kreis gezeichnet und dann 4/4 
eingezeichnet. 1/4 des Kreises sind 6 Bonbons. Dann hab ich 6 4 gerechnet, das 
ergibt dann 24.“ (2b). Beide Antworten ergänzt er durch die Zeichnung eines 
Kreises, markiert die Anteile und identifiziert diese mit der entsprechenden An-
zahl der Bonbons. Tino hat damit die beiden verschiedenen Konstellationen zwar 
mit derselben Idee gelöst (Nutzen einer flächigen, strukturierten Darstellung des 
Ganzen und Verteilung der Bonbons), passt diese aber den Bedingungen der 
jeweiligen Konstellation an. 

⋅
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Fazit: Flexibilität im Umgang mit Konstellationen  
Die beiden Beispiele geben Hinweise darauf, dass für manche Lernende die 
verschiedenen Konstellationen als losgelöst voneinander erscheinen oder völlig 
andere Anforderungen darstellen können, bzw. dass die Strategien, über die Ler-
nende verfügen, nicht immer auf andere Konstellationen übertragen werden 
können, so wie die Strategie von Tino: Wenn man den Teil von einem Ganzen 
bestimmen kann, so bedeutet das gleichzeitig nicht auch, dass man auch das 
Ganze zum Teil bestimmen kann.  
Die Operationen, die beim Bearbeiten der drei Konstellationen genutzt werden 
müssen, sind in Aspekten z. T. komplementär. Die Umkehrung von Denkprozes-
sen wird als Voraussetzung zum Erwerb von bestimmten Konzepten gesehen 
(Ramful / Olive 2008, S. 138). Ihr Einsatz im Unterricht wird zwar gefordert (für 
Beispiele siehe z. B. Grassmann 1993b, siehe auch Neumann 1997, S. 43, der die 
Bestimmung des Ganzen als einen Teilaspekt der Grundvorstellung Teil vom 
Ganzen nennt), allerdings kommt sie meist weniger häufig im Unterricht vor als 
das Bestimmen eines Teils zum Ganzen (was auch u. U. die zeitweilige Irritation 
der Schülerinnen und Schüler erklären kann). Ihr Einsatz kann allerdings dazu 
beitragen, über scheinbare Selbstverständlichkeiten zu reflektieren (siehe auch 
Kapitel 8; Einsatz als Diagnoseaufgabe ähnlich z. B. bei Peter-Koop / Specht 
2011).  

1.7.5 Zusammenhänge in und zwischen Konstellationen 
Der Umgang mit Brüchen verlangt Flexibilität in der Bearbeitung und Durch-
dringung von Zusammenhängen, die erst in der Prozentrechnung systematisch 
erarbeitet werden: Die drei hier vorgestellten Konstellationen erhalten didakti-
sche Aufmerksamkeit vor allem im Zusammenhang mit der Prozentrechnung, wo 
sie als drei Grundaufgaben bekannt sind (für eine Darstellung der Grundaufga-
ben vgl. z. B. Vollrath / Weigand 2007, S. 55). Die drei Komponenten Teil, Anteil 
und Ganzes heißen hier Prozentwert, Prozentsatz und Grundwert.  
Z. T. wird auch in anderen Publikationen zur Bruchrechnung eine ähnliche Klas-
sifizierung entlang dreier Komponenten vorgenommen (vgl. z. B. die Grundauf-
gaben des Operatormodells bei Neubert / Wölpert 1980; die entsprechenden 
Komponenten sind hier Eingabe, Operator und Ausgabe). Dabei werden die 
Grundaufgaben im Unterricht meist als jeweils eigenständiger Lernstoff, als 
Aufgaben mit dazugehörigem (Standard-)Lösungsverfahren, systematisch erar-
beitet. Die einzelnen Grundaufgaben selbst stehen dabei allerdings meist isoliert 
nebeneinander und können damit für manche Lernende inhaltlich vollständig 
unterschiedliche Problemfelder darstellen.  
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Das hier entwickelte Verständnis eines flexiblen Umgangs mit Brüchen nutzt die 
Strukturierung in Konstellationen (auch für die Analyse der empirischen Daten), 
sieht diese jedoch als drei Perspektiven mit unterschiedlichen Schwerpunktset-
zungen auf ein Phänomen: Wer flexibel mit Brüchen umgehen will, der muss 
auch Einsichten in Strukturen gewinnen und diese flexibel nutzen. 

Inter- und Intra-Perspektive 
Zwischen den Konstellationen kann auch bei Bedarf flexibel hin- und herge-
wechselt werden. Zu den drei „Reinformen“ wird das Konstrukt der Konstellati-
onen daher noch um eine zusätzliche Dimension erweitert: Neben den Zusam-
menhängen zwischen den drei Komponenten Teil, Anteil und Ganzes innerhalb 
einer Konstellation (Intra-Perspektive) lassen sich auch Zusammenhänge zwi-
schen Konstellationen (Inter-Perspektive) herstellen, untersuchen und beschrei-
ben. So können einzelne Konstellationen ineinander überführt oder miteinander 
verglichen werden oder miteinander in einer Wechselwirkung stehen. In diesem 
Zusammenhang kommt operativen Vorgehensweisen eine große Bedeutung zu, 
denn durch sie lassen sich einzelne Komponenten systematisch variieren und 
damit Zusammenhänge ausnutzen und explorieren. Diese weitere Facette eines 
flexiblen Umgangs mit Brüchen wird im folgenden Abschnitt näher beschrieben. 

1.8 Operative Vorgehensweisen nutzen 
Im vorangehenden Abschnitt wurde das Umgehen mit Brüchen in unterschiedli-
chen Konstellationen als eine zweite wichtige Facette eines flexiblen Umgangs 
mit Brüchen dargestellt. Eine dritte Facette des flexiblen Umgangs mit Brüchen 
ist durch operative Vorgehensweisen charakterisierbar. Dabei muss zwischen 
zwei Arten operativer Vorgehensweisen unterschieden werden: zwischen 

1. operativen Vorgehensweisen, die durch Aufgabenstellungen gezielt initi-
iert werden und damit Teil der Gestaltung von Lernumgebungen sind 
(Abschnitt 1.8.1), und  

2. operativen Vorgehensweisen, die Teil von individuellen Bearbeitungs-
prozessen und damit selbstinitiiert sind (Abschnitt 1.8.2; s. a. 1.4.1). 

Im Folgenden werden beide Arten operativer Vorgehensweisen in ihrer Bedeu-
tung für den Umgang mit Brüchen dargestellt. 

1.8.1 Aufgabeninitiierte operative Vorgehensweisen  
In diesem Abschnitt wird das über Aufgaben bzw. Lernumgebungen initiierte 
gezielte Herstellen von Zusammenhängen zwischen Teil, Anteil und Ganzem 
beschrieben: Für die Gestaltung von Lernprozessen, bei denen das Herstellen 
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und Untersuchen von Zusammenhängen im Fokus steht, ist das operative Prinzip 
geeignet.  

Das operative Prinzip 
Beim operativen Prinzip handelt es sich um ein didaktisches Prinzip zur Gestal-
tung von Lernprozessen, das auf den Arbeiten von Jean Piaget basiert (Wittmann 
1985, Krauthausen / Scherer 2003): Sein Ziel ist, „[...] den Weg für einen Unter-
richt [zu] eröffnen, bei dem die Schüler an geeignetem Material handelnd tätig 
werden und dabei Erkenntnisse gewinnen und anwenden.“ (Wittmann 1985, 
S. 9). Es kann auch als ein „erkenntnistheoretisch zentrale[s] Prinzip“ (Krauthau-
sen / Scherer 2003, S. 123) bezeichnet werden und hat „einen epistemologischen 
wie auch einen psychologischen und unterrichtsorganisatorischen Aspekt“ (ebd., 
S. 123). 
Der Kern besteht dabei darin, Lernende gezielt zum Explorieren operativer Zu-
sammenhänge aufzufordern: Zusammenhänge zwischen Objekten sollen erkun-
det werden, indem an einem oder mehreren dieser Objekte Operationen vorge-
nommen werden, die wiederum Wirkungen auf die restlichen Objekte haben 
(vgl. für das operative Prinzip allgemein Aebli 1985, 1998): 

„Objekte erfassen bedeutet, zu erforschen, wie sie konstruiert sind und wie 
sie sich verhalten, wenn auf sie Operationen (Transformationen, Handlun-
gen, ...) ausgeübt werden. Daher muss man im Lern- oder Erkenntnisprozess 
in systematischer Weise 

1. untersuchen, welche Operationen ausführbar und wie sie miteinan-
der verknüpft sind, 

2. herausfinden, welche Eigenschaften und Beziehungen den Objekten 
durch Konstruktion aufgeprägt werden, 

3. beobachten, welche Wirkungen Operationen auf Eigenschaften und 
Beziehungen der Objekte haben (Was geschieht mit ..., wenn ...?)“ 

(Wittmann 1985, S. 9, Hervorhebungen im Original) 

Das operative Prinzip ist ein wichtiges didaktisches Prinzip, da es dazu beiträgt, 
das Denken zu flexibilisieren: Durch erforschende Herangehensweisen an Prob-
lemstellungen wird es Lernenden ermöglicht, Einsichten über die betrachteten 
Objekte und ihr Zusammenspiel sowie das Funktionieren der Strukturen zu ge-
winnen. Durch ein Hintereinanderschalten solcher Prozesse wird die Situation 
aus unterschiedlichen Richtungen immer wieder variiert, so lange, bis das er-
wünschte Resultat gefunden worden ist. Dabei handelt es sich bei den Operatio-
nen nicht um beliebige Manipulationen, die durchgängig einem bloßen unsyste-



64 1 Flexibler Umgang mit Brüchen 

matischen Ausprobieren gleich zu setzen wären. Vielmehr besteht eine Zielge-
richtetheit. 
Auf diese Art und Weise wird Wissen über Zusammenhänge konstruiert und es 
werden Erkenntnisse über die mathematischen Objekte gewonnen (Wittmann 
1985). Damit lassen sich auch komplexe Phänomene bearbeiten. Das operative 
Prinzip ist dabei nicht auf die Mathematik einer bestimmten Jahrgangsstufe be-
schränkt und kann in vielfältigen Sonderformen vorliegen, wie z. B. operativen 
Beweisen oder Begriffsbildungen (Wittmann 1985, S. 8 bzw. S. 11): Die Idee der 
dynamischen Sichtweise auf Phänomene und Zusammenhänge ist auch für ande-
re Bereiche der Mathematik handlungsleitend. So zeigen sich grundlegende 
Gemeinsamkeiten zur Bedeutung des Funktionalen Denkens für Lern- und Er-
kenntnisprozesse (Krüger 2000, S. 274; Vollrath 1989 für Funktionen). Dabei 
beschränkt sich das Funktionale Denken nicht auf Funktionen, sondern findet 
sich auch z. B. in der Geometrie (z. B. dynamische Geometrie-Software): In der 
Meraner Reform wurde Funktionales Denken bereits als eine „kinematische und 
dynamische Sichtweise von Mathematik“ (Krüger 2002, S. 120) charakterisiert, 
d. h. das Beweglichmachen mathematischer Objekte und die Betrachtung von 
Abhängigkeiten stehen im Mittelpunkt.  
In der vorliegenden Arbeit dient die dem operativen Prinzip zugrunde liegende 
dynamische Sichtweise auf Phänomene auch als Analysefokus zur Beschreibung 
von Be- und Erarbeitungsprozessen (vgl. Kapitel 2): Teil, Anteil und Ganzes sind 
jeweils aufeinander bezogen. Das operative Variieren einer der drei Komponen-
ten hat somit immer eine Konsequenz für die beiden anderen, denn die struktu-
rellen Zusammenhänge zwischen den Komponenten müssen erhalten werden. 
Damit ermöglicht es das operative Prinzip als Ausdruck flexibler Vorgehenswei-
sen (vgl. Abschnitt 1.4.1), Konstellationen variierend zu erkunden, Zusammen-
hänge systematisch zu nutzen und verschiedene Konstellationen ineinander zu 
überführen. 

Begriffliche Festlegungen für die Analyse von Strukturierungen 
Für die Analyse und Beschreibung der empirischen Befunde im Zusammenhang 
mit operativen Vorgehensweisen wird im Rahmen der vorliegenden Arbeit fol-
gende Begrifflichkeit genutzt: 
• Strategien und Vorgehensweisen: In den Interviews können im Allgemeinen 

die Lösungen in ihrem Entstehen erfasst werden (z. B. auch durch direktes 
Nachfragen), so dass auch Aussagen über die jeweilige Motivation für ein-
zelne Arbeitsschritte, intendierte Konsequenzen der Handlungen und Über-
legungen der Lernenden getroffen werden können. Damit wird für die Inter-
viewanalysen von Strategien als situationsbedingtem Handeln und Konstru-
ieren von Vorgehensweisen gesprochen (s. Abschnitt 1.4.1). Dabei sind hier 
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auch die mit der jeweiligen Realisierung verbundenen Ziele der Lernenden 
entscheidend, die sich über deren Befragung erschließen lassen können. 

• Bearbeitungswege (und Rechenwege): Der Begriff Bearbeitungswege wird 
auf der Ebene der Beschreibung und Analyse von Phänomenen der schriftli-
chen Daten verwendet. Die Bearbeitungen lassen sich danach unterscheiden, 
wie z. B. die Objekte Anteil und Teil der Konstellation zueinander in Bezie-
hung gesetzt werden, um das Ganze zu rekonstruieren. Damit liegen den 
Produkten zwar Strategien zugrunde, jedoch sind die Gründe für eine kon-
krete Realisierung nicht immer direkt zugänglich.   
Rechenwege sind im Vergleich zu Bearbeitungswegen eher auf das Rechnen 
(Rechenoperationen; in Abgrenzung z. B. zu Bildern) zugespitzt. 

• Anstelle von Operationen als Begriff im Kontext des operativen Prinzips 
werden im Folgenden die Begriffe operative Vorgehensweisen oder operati-
ve Variationen verwendet, um sprachlich die Nähe zu den individuellen Vor-
gehensweisen und konkreten Handlungen der Schülerinnen und Schüler her-
zustellen: Es handelt sich in der Regel nicht um allgemeine schematisierte 
Vorgehensweisen, wie der Begriff „Operationen“ nahelegen könnte. 

• Anstelle von Wirkungen – ebenfalls im Kontext des operativen Prinzips 
verortet – wird von Konsequenzen gesprochen. Dieser Begriff verortet sich 
ebenfalls im Vergleich zum Ausdruck „Wirkungen“ eher auf der Ebene der 
individuellen Lernendenperspektive: Konsequenzen sind auf das individuelle 
Handeln des einzelnen Schülers / der einzelnen Schülerin als Folgerungen 
bezogen. 

• Die Vorgehensweisen und Konsequenzen beziehen sich im Kontext dieser 
Arbeit auf die Komponenten Teil, Anteil und Ganzes der verschiedenen 
Konstellationen. 

Im Folgenden wird zur Verdeutlichung ein Beispiel für einen gezielten Auftrag 
zum operativen Explorieren von Strukturen aus der vorliegenden Arbeit gegeben. 

Beispiel für gezielt angestoßene operative Vorgehensweisen 
Ein Beispiel für ein durch einen Arbeitsauftrag angestoßenes Explorieren opera-
tiver Zusammenhänge stellt die Aufgabe „Tobi wundert sich“ (Aufgabe 3c) aus 
dem dieser Arbeit zugrunde liegenden schriftlichen Test dar (vgl. Abb. 1-16). 
In den Aufgabenteilen 3a und 3b werden zwei Kuchensituationen betrachtet. In 
beiden Fällen handelt es sich um Konstellation III, d. h. das Ganze ist gesucht. 
Lediglich die Anteile unterscheiden sich: In 3a ist der Anteil 1/3, in 3b ist er 1/6.  
Der Auftrag zum Explorieren bzw. Beschreiben operativer Zusammenhänge wird 
in Aufgabenteil 3c gegeben: Die Objekte im Sinne des operativen Prinzips sind 
hier die drei Komponenten Teil, Anteil und Ganzes.  
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Aufgabe 3                                              In dieser Aufgabe kannst du ohne Lineal zeichnen. 
a)   Tobi und seine Freunde haben sich Erdbeer-Sahne-Kuchen gekauft. Tobis Stück ist    
       vom ganzen Kuchen. Unten hat er sein Stück aufgezeichnet.  
       Wie könnte der ganze Kuchen aussehen? Zeichne ihn!  
b)   Mara und ihre Freundinnen haben sich auch Erdbeer-Sahne-Kuchen gekauft. 
      Maras Stück ist vom ganzen Kuchen. Unten hat sie ihr Stück aufgezeichnet.  
      Es ist genauso groß wie Tobis Stück. Wie könnte der ganze Kuchen aussehen?  
      Zeichne ihn!  
c)   Tobi wundert sich:
 
 
 
 

Hilf Tobi: Wann ist größer als ?  

Und wie kann das sein, dass hier die 
Stücke gleich groß sind? 
 

Abb. 1-16: „Tobi wundert sich” (Test-Items 3a, 3b, 3c) 
 

Die operativen Variationen, die ausgeübt werden können (hier: Vergrößern oder 
Verkleinern), und die sich daraus jeweils ergebenden Konsequenzen sind bei-
spielhaft für die Veränderung jeweils einer der drei Komponenten Teil, Anteil 
und Ganzes in Tabelle 1-5 dargestellt (denkbar wäre z. B. auch, dass gleichzeitig 
zwei der drei Komponenten Teil, Anteil und Ganzes verändert werden). Im 
schriftlichen Test in Klasse 7 handelte es sich bei den hier angesprochenen Zu-
sammenhängen zwischen Teil, Anteil und Ganzem für die Schülerinnen und 
Schüler um eigentlich bereits bekannte Phänomene, denn zu diesem Zeitpunkt ist 
die Bruchrechnung im Unterricht bereits in der Regel abgeschlossen. Daher 
stellte die Aufgabe für diese Lernendengruppe keine echte explorative Aufgabe 
zum operativen Erschließen von Strukturen dar: Die angesprochenen Zusam-
menhänge sollten bereits erarbeitet worden sein. In den dieser Arbeit zugrunde 
liegenden Interviews, in denen die Aufgabe in ähnlicher Form eingesetzt wurde, 
handelte es sich für die Lernenden jedoch um Explorationen im Sinne des opera-
tiven Prinzips: Diese Lernenden hatten zum Zeitpunkt der Interviews die Bruch-
rechnung im Unterricht noch nicht vollständig erarbeitet. 
 

1
3

1
6

1
3

1
6

Komisch! Mein Kuchen ist genauso groß wie das

 von Mara. Aber das geht doch gar nicht:

ist doch größer als ! Ich stelle mir das so vor: 

1
3

1
6
1
3

1
6
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Vorgehens-
weise Konsequenz Bild der Konstellation 

Konstellation I: Teil gesucht
Ganzes bleibt konstant

Anteil 
- vergrößern 
- verkleinern 

Teil wird
- größer 
- kleiner 

Anteil bleibt konstant
Ganzes 
- vergrößern 
- verkleinern 

Teil wird
- größer 
- kleiner 

Konstellation II: Anteil gesucht
Ganzes bleibt konstant

Teil 
- vergrößern 
- verkleinern 

Anteil wird
- größer 
- kleiner 

Teil bleibt konstant

   

Ganzes 
- vergrößern 
- verkleinern 

Anteil wird
- kleiner 
- größer 

Konstellation III: Ganzes gesucht
Anteil bleibt konstant

 

Teil 
- vergrößern 
- verkleinern 

Ganzes wird
- größer 
- kleiner 

Teil bleibt konstant

  

Anteil 
- vergrößern 
- verkleinern 

Ganzes wird
- kleiner 
- größer 

Tabelle 1-5: Systematische operative Variationen der Konstellationen 
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So argumentiert Simon (S; I steht für die Interviewerin; Interview I-8) die opera-
tiven Zusammenhänge anschaulich aus (für die genaue Formulierung der Aufga-
be und die Analyse der Szene s. Kapitel 8): 
22 S Wenn das der Kuchen ist [Zeigt auf das Ganze aus drei Stücken, das Merve ge-

zeichnet hat.]… 
23 I …ja…
24 S …und das ist ja 1/3 [zeigt auf das einzelne Quadrat, das für 1/3 steht] und hier 

unten der des Sechstel [zeigt über das Ganze aus sechs Stücken (von Merve)] 
dann sind entweder die Stücke kleiner oder der Kuchen muss kleiner werden, damit 
die Stücke genau – äh der Stück, der Kuchen muss dann größer werden, damit die 
Kästchen genauso groß sind. 

 
Simon vergleicht damit die beiden Konstellationen mit unterschiedlichen Antei-
len und überführt sie operativ ineinander: Wenn der Kuchen, d. h. das Ganze 
beibehalten wird, dann werden bei einem kleineren Anteil die Stücke, d. h. der 
Teil, kleiner. Damit betrachtet er Konstellation I: Invariant ist das Ganze. Der 
Anteil wird verkleinert, d. h. Simon wechselt von der Betrachtung des Anteils 
1/3 zu der Betrachtung des Anteils 1/6. Die Konsequenz ist das Verkleinern der 
Stücke, d. h. des Teils. Seine zweite operative Variation betrifft Konstellation II: 
Invariant ist die Größe des Teils („die Kästchen“) und das Ganze wird variiert, 
um für verschiedene Anteile denselben Teil zu erhalten. 

1.8.2 Selbstinitiierte operative Vorgehensweisen 
In der vorliegenden Studie kommt neben den durch die Aufgabenstellung initiier-
ten operativen Vorgehensweisen auch den selbstinitiierten operativen Vorge-
hensweisen im Rahmen von Bearbeitungsprozessen eine große Bedeutung zu, da 
hier Beziehungen zwischen den Komponenten der Konstellationen selbständig 
im Lösungsprozess genutzt und hergestellt werden. Diese selbstinitiierten opera-
tiven Vorgehensweisen sind vom operativen Prinzip als didaktischem Prinzip 
abzugrenzen: Als operativ können dabei im Kontext der vorliegenden Arbeit 
Herangehensweisen an ein Problem bezeichnet werden, die sich durch ein (sys-
tematisches) Variieren einer oder mehrerer Komponenten einer Konstellation 
auszeichnen. Dabei sind diese Variationen durch die Aufgabenstellung weder 
angeleitet noch gefordert: Mit selbstinitiierten operativen Vorgehensweisen ist 
gemeint, dass das operative Verändern von Strukturen und Untersuchen der Kon-
sequenzen nicht von außen (d. h. von der Aufgabenstellung) als Strategie vorge-
geben wird. 
Damit sind selbstinitiierte operative Vorgehensweisen Bestandteil von Problem-
löseprozessen (für eine Übersicht zum Problemlösen, zu Prozessen und Problem-
typen siehe z. B. Pólya 1967, Schoenfeld 1992): Wenn Lernende einer Situation 
ausgesetzt sind, für deren Lösung sie über keine mathematischen Standardver-
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fahren verfügen, stehen sie vor der Herausforderung, die ihnen gestellte Aufgabe 
auf anderen Wegen zu bewältigen. Damit ergibt sich die Bedeutung eines (zielge-
richteten) Erkundens von Zusammenhängen und Strukturen: Das systematische 
Variieren der Komponenten Teil, Anteil und Ganzes kann hier als selbstgewählte 
bzw. -entwickelte Strategie zur Lösung herangezogen werden. Somit erweist sich 
das operative Prinzip in diesem Zusammenhang als heuristisches Werkzeug. 
Selbstinitiierte operative Vorgehensweisen erwiesen sich in der vorliegenden 
Studie als besonders faszinierend beim Beobachten und Analysieren der Bearbei-
tungsprozesse der Lernenden und werden in den Interviewanalysen in den Kapi-
teln 7 und 8 detailliert herausgearbeitet: Vor allem Lernende, die bestimmten 
Phänomenen das erste Mal begegnen, nähern sich diesen auf individuellen We-
gen. Solche explorativen, teils systematischen, jedoch nicht algorithmischen 
Herangehensweisen sollen an einem Beispiel der vorliegenden Untersuchung 
konkretisiert werden. 

Beispiel für selbstinitiierte operative Vorgehensweisen 
Laura und Melanie (L und M; Interview I-10 zur Bonbonaufgabe II; für die ver-
tiefte Analyse vgl. Abschnitt 7.3.4), beide Schülerinnen einer 6. Klasse, sollen in 
einem Interview die folgende Aufgabe lösen: „6 Bonbons sind 2/3, was ist das 
Ganze?“ (s. a. Schink 2011). Beide Mädchen haben noch keine systematischen 
Erfahrungen mit dem Relativen Anteil gesammelt, so dass ihnen noch kein ferti-
ges Verfahren zur Lösung zur Verfügung steht. Im Folgenden ist ein Ausschnitt 
aus ihrem Bearbeitungsprozess abgedruckt: 

21 L Also 1/3, wenn das 1/3 wärn, wärns 6 mal 3 dann wären das 18´ - Dann wärn das 
18 Bonbons - und - wenn das 2/3 wären – [Pause 3 sec], wären das nicht eigent-
lich auch 18 Bonbons? Das würd auch nicht gehen. [...] 

 … 
29 L  Joa aber es sollen ja, also er soll ja 2 /3. Also wenn das, wenn diese 6 Orangen-

bonbons da 3, 2/3 wären - dann … 
30 M … Aber wenn man …
31 L  …Würde man, würde man doch rein theoretisch die Hälfte [leicht gedehnt] von 18 

nehmen. Aber das würde wiederum gar nicht gehen, die Hälfte von 18 geht ja gar 
nicht. [Melanie zeichnet weiter in rot; guckt auf] 

32 M Die Hälfte von 18 ist 9. 
In dieser Szene werden Lauras operative Variationen der Konstellation, die an 
verschiedenen Komponenten ansetzen, deutlich: Vom vorgegebenen Anteil 2/3 
ausgehend durchdenkt sie die Konstellation zunächst für den entsprechenden 
Stammbruch 1/3, d. h. sie variiert den Anteil. Das Ergebnis für die variierte 
Konstellation überträgt sie auf die Konstellation mit dem Anteil 2/3 zurück (Z. 
21). Diesen Schluss widerlegt sie direkt selbst, um im Anschluss aus dem Gan-
zen zum Anteil 1/3 das Ganze zum Anteil 2/3 durch Halbieren abzuleiten (Ihre 
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kurzfristige Irritation in Zeile 31 bezieht sich dabei auf die Teilbarkeit von 18 
durch 2.). 
Indem sie so vorgeht, gleicht sie operativ die Vergrößerung des Anteils durch das 
Halbieren des Ganzen aus (vgl. Abb. 1-17).  
Das Nutzen des Stammbruch-Anteils als Hilfe zur Bearbeitung des Problems 
wird durch die Aufgabenstellung weder vorgegeben noch angeregt, sondern 
beruht auf Lauras eigenen Überlegungen. Schülerinnen und Schülern, die mit 
dem Relativen Anteil vertraut sind, stünden hier auch andere, direktere Verfahren 
zur Lösung zur Verfügung, wie z. B. das Multiplizieren des Teils mit dem Kehr-
bruch.  
 

                
Abb. 1-17: Lauras operative Vorgehensweisen 

Fazit 
Das Beispiel illustriert anschaulich selbstinitiierte operative Vorgehensweisen. 
Zusammen mit den aufgabeninitiierten operativen Vorgehensweisen ergibt sich 
ein Werkzeug zum Explorieren, Durchdringen und Nutzen von Zusammenhän-
gen: Beim operativen Vorgehen können Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil 
und Ganzem sowohl erkundet als auch systematisch zur Bestimmung fehlender 
Komponenten ausgenutzt werden. Dabei müssen die Zusammenhänge stets alle 
berücksichtigt werden und Veränderungen an einer Komponente müssen in ihrer 
Konsequenz für die anderen Komponenten antizipiert bzw. nachvollzogen und 
angeglichen werden. In diesem dynamischen, gezielten Verändern von Struktu-
ren äußert sich ein flexibles Verständnis von Strukturen und damit eine Facette 
des hier dargelegten flexiblen Umgangs mit Brüchen. 
Durch gezielte Aufträge zum Explorieren von Zusammenhängen kann darüber 
hinaus dazu aufgefordert werden, z. B. auch scheinbare Selbstverständlichkeiten 
im Umgang mit Brüchen zu untersuchen und zu hinterfragen und damit zu einer 
Flexibilisierung beizutragen (s. a. Kapitel 7): So kann z. B. über operative Varia-
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tionen eine Sensibilisierung für die Bedeutung des Ganzen als Bezugsgröße 
angestrebt werden, indem etwa Konstellationen mit gleichen Anteilen, aber ver-
schiedenen Ganzen miteinander verglichen und ineinander überführt werden 
oder umgekehrt gleiche Ganze und verschiedene Anteile untersucht werden. 
Mit den operativen Vorgehensweisen wurde somit die letzte Facette des (für 
diese Arbeit zentralen) flexiblen Umgangs mit Brüchen dargestellt. Während es 
sich bei den anderen Facetten und Aspekten eher um inhaltliche Konzepte im 
Zusammenhang mit Brüchen handelte (Qualität des Ganzen, Bedeutung des 
Bildens von Einheiten, Konstellationen), wurde in diesem Abschnitt mit den 
operativen Vorgehensweisen eine heuristische Facette eines flexiblen Umgangs 
mit Brüchen dargestellt. Damit kann sie auch dazu beitragen, die Frage nach der 
Art und Weise, wie Lernende Zusammenhänge herstellen, zu beantworten, denn 
sie stellt mit dem Fokus auf systematische Variationen und deren Konsequenzen 
ein Werkzeug zur Verfügung, Bearbeitungen zu beschreiben und zu analysieren. 
Im folgenden Abschnitt wird die Argumentation dieses Kapitels zusammenge-
fasst und daraus das eingangs aufgeführte Forschungsinteresse zu übergreifenden 
Forschungsfragen konkretisiert. 

1.9 Forschungsfragen zum flexiblen Umgang mit Brüchen  
In Kapitel 1 wurde vor einem konstruktivistischen lerntheoretischen Hintergrund 
das Konstrukt eines flexiblen Umgangs mit Brüchen entwickelt:  
Aus konstruktivistischer Sicht konstruieren Lernende ihr Wissen selbst. Damit 
sind Wissen und Vorstellungen höchst individuell. In Abschnitt 1.1 wurde daher 
das zunehmende Forschungsinteresse an der Untersuchung und Einbeziehung 
von intuitivem Wissen und Vorstellungen von Lernenden in Lehr-Lernprozesse 
dargestellt: Das intuitive Wissen von Lernenden sollte als Basis für weiteres 
Lernen gesehen werden.  
Als Forschungsprogramm, das die Lernendenperspektive und die Fachliche Klä-
rung gleichermaßen für die Didaktische Strukturierung nutzt, wurde das For-
schungsprogramm der Didaktischen Rekonstruktion erläutert und in seiner Be-
deutung als Rahmen für den Forschungs- und Entwicklungsprozess für die vor-
liegende Arbeit konkretisiert. 
In Abschnitt 1.2 wurden die aus fachlicher Sicht zu erwerbenden Konzepte zu 
Brüchen dargestellt. Diese werden stoffdidaktisch als Grundvorstellungen präzi-
siert. Zwar gibt es aus fachlicher Sicht tragfähige und tragende Vorstellungen zu 
Brüchen und Operationen, allerdings zeigt sich in empirischen Erhebungen, dass 
dieser Bereich der Mathematik Lernenden Schwierigkeiten bereiten kann (Ab-
schnitt 1.3).  
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Nach der Darstellung des allgemeinen Forschungsstands wurde auf den flexiblen 
Umgang mit Brüchen eingegangen: Zentral für die beiden in Abschnitt 1.2 dar-
gestellten Vorstellungen zu Brüchen sind drei Komponenten – Teil, Anteil und 
Ganzes – die aufeinander bezogen sind. In Abschnitt 1.4 wurde dargelegt, inwie-
fern die für diese Arbeit zentralen Forschungsfragen die Diskussion um Grund-
vorstellungen weiter ausdifferenzieren sollen. In den Abschnitten 1.5 bis 1.8 
wurde daher das dieser Arbeit zugrunde liegende Verständnis eines flexiblen 
Umgangs mit Brüchen entwickelt: Als übergreifender Aspekt wurden die Quali-
tät und die Relevanz des Ganzen hervorgehoben, denn Anteile müssen stets im 
Hinblick auf ein spezifisches Ganzes interpretiert werden (Abschnitt 1.5). Dabei 
stellt sich das Ganze selbst als ein zu klärendes Konzept dar. 
Beim Umgang mit Teil, Anteil und Ganzem ist das Herstellen und Nutzen von 
Einheiten als eine erste Facette eines flexiblen Umgangs mit Brüchen zentral: 
Beim Anteilnehmen werden Teile gebildet, die wiederum zu weiteren Teilen 
zusammengefasst werden können. Umgekehrt können auch Anteile sowohl zu-
sammengefasst als auch ineinander verschachtelt werden. Hier erhält schließlich 
das Ganze eine zentrale Bedeutung, denn Anteile erhalten ihren Wert durch den 
Bezug auf ein Ganzes. Um überhaupt mit Einheiten in der hier vorgestellten 
Weise umgehen zu können, ist wiederum das multiplikative Denken in Abgren-
zung vom additiven Denken essentiell (Abschnitt 1.6).  
In Abschnitt 1.7 wurde als eine weitere Facette eines flexiblen Umgangs mit 
Brüchen das Umgehen mit Brüchen in drei verschiedenen Konstellationen darge-
stellt: Dabei stellen Konstellationen verschiedene Sichtweisen auf die Beziehun-
gen zwischen Teil, Anteil und Ganzem dar. In diesem Zusammenhang können 
operative Vorgehensweisen als dritte Facette eines flexiblen Umgangs mit Brü-
chen (in Abgrenzung zu auswendig gelernten Rechenregeln) als Zugang zu ver-
schiedenen Konstellationen dienen (Abschnitt 1.8): Die Zusammenhänge zwi-
schen Teil, Anteil und Ganzem können durch das Nutzen dieser Vorgehensweisen 
erkundet und strukturiert werden. So ergibt sich die folgende Arbeitsdefinition 
für den flexiblen Umgang mit Brüchen für die im Folgenden dargestellte eigene 
empirische Untersuchung:  

Der flexible Umgang mit Brüchen äußert sich in der bewussten Nutzung 
struktureller Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem: 

• Der Umgang mit Brüchen erfordert, die drei Komponenten Teil, Anteil 
und Ganzes aufeinander beziehen zu können. 

• Um die drei Komponenten strukturell nutzen zu können, sind Einsichten 
in deren interne Zusammenhänge notwendig, d. h. es wird eine Be-
wusstheit für Einheiten und deren Bezugssystem notwendig. Grundlage 
hierfür ist das multiplikative Denken. 
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• Das Nutzen dieser strukturellen Zusammenhänge kann in verschiede-
nen Konstellationen und für verschiedene Qualitäten des Ganzen unter 
Zuhilfenahme operativer Vorgehensweisen erfolgen. 

Dabei hat sich dieser Forschungsfokus im Prozess der empirischen Erhebungen 
ausgeschärft: Stand zunächst die Vorstellungsentwicklung von Lernenden bei 
einem konkreten Zugang zur Multiplikation von Brüchen als Anteil-vom-Anteil-
Nehmen im Zentrum, so wurde durch den ersten empirischen Zugriff der Autorin 
der Fokus der Hauptstudie auf den Umgang mit Brüchen gelenkt. Die eigene 
Vorstudie zeigte in Übereinstimmung mit bereits existierenden Untersuchungen, 
dass für den Umgang mit Brüchen das Herstellen von Strukturen, insbesondere 
die Interpretation des Anteils in Bezug auf ein geeignetes Ganzes, essentiell ist 
(s. Kapitel 3 für eine ausführlichere Darstellung). 

Forschungsfragen 

Wie gehen Lernende (flexibel) mit Brüchen um:  

• Wie stellen Lernende welche Zusammenhänge zwischen   
Teil, Anteil und Ganzem her? 

• Welche Vorstellungen vom Ganzen aktivieren sie dabei? 
 
Mit den aus der Vorstudie stammenden Erkenntnissen zur Problematik der Be-
zugsgröße liegt der Fokus der vorliegenden Studie nicht mehr auf der Multiplika-
tion von Brüchen, sondern ist dieser vorgelagert: Für die Multiplikation von 
Brüchen als Anteil-vom-Anteil-Nehmen ist das Ganze eine relevante Größe; es 
ist aber auch bereits vorher wichtig, ein inhaltliches Verständnis für die Relevanz 
des Ganzen und für Strukturen zu erwerben und dieses Wissen flexibel anzu-
wenden. 
Damit konkretisieren sich die beiden Forschungsfragen unter Einbeziehung der 
Erkenntnisse des ersten empirischen Zugriffs der Autorin für die hier vorliegende 
Hauptstudie wie folgt (vgl. auch Schink 2011): 

1. Wie gehen Lernende in unterschiedlichen Konstellationen mit Teil, An-
teil und Ganzem um? 
a) Wie strukturieren Lernende in unterschiedlichen Konstellationen 

Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem? 
b) Welche Vorstellungen vom Ganzen aktivieren Lernende und inwie-

fern haben diese einen Einfluss auf die Strukturierung der Konstel-
lationen? 
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2. Wie können Schwierigkeiten und Hürden von Lernenden beim Umgang 
mit Brüchen überwunden werden?  

In den einzelnen Kapiteln der empirischen Studie werden diese Forschungsfra-
gen noch ein weiteres Mal ausdifferenziert, so z. B. im Hinblick auf die unter-
schiedlichen Datenarten und das damit verbundene spezifische Erkenntnisinte-
resse (Lernstand versus Lernprozess bzw. Produkt versus Bearbeitungsprozess). 

Ausblick 
Im folgenden Kapitel werden das Forschungsdesign und die methodologischen 
Entscheidungen dargestellt, die sich vor dem in diesem Kapitel dargestellten 
theoretischen Hintergrund und den Forschungsfragen ergeben. 



 

2 Hintergrund und Realisierung des 
Forschungsdesigns  

In diesem Kapitel werden methodologische Grundannahmen sowie das methodi-
sche Vorgehen und das Design für die empirischen Erhebungen zur Untersu-
chung der in Kapitel 1 formulierten und theoretisch entwickelten Forschungsfra-
gen beschrieben und begründet. 
In Abschnitt 2.1 werden zunächst einige grundsätzliche methodologische Über-
legungen angestellt und ausgehend von dem Ziel der Rekonstruktion individuel-
ler Sinnkonstitutionen von Lernenden die Basis der zu treffenden methodischen 
Entscheidungen gelegt.  
Abschnitt 2.2. stellt das Mixed-Methods-Design der vorliegenden Studie vor 
dem Hintergrund des Forschungsrahmens der Didaktischen Rekonstruktion dar. 
Dieses Design wird in Abschnitt 2.3 für die Interviewstudie und in Abschnitt 2.4 
für die Paper-Pencil-Test-Studie konkretisiert und begründet. In Abschnitt 2.5 
wird die Datenauswahl für die vertiefte Analyse sowohl der Testdaten als auch 
der Interviewdaten dargestellt und begründet. Die vertieft ausgewerteten Aufga-
ben und Items werden in Abschnitt 2.6 einer Sachanalyse unterzogen, die sich 
auf die in Kapitel 1 dargestellten Konzepte und Begriffe zum flexiblen Umgang 
mit Brüchen stützt und die Analyse der empirischen Daten vorbereitet. Abschnitt 
2.7 stellt das konkrete Vorgehen und die methodologischen Annahmen für die 
Datenauswertung dar und schließt mit einer Übersicht über die vertieft analysier-
ten Daten und ihrer Verortung im Aufbau der vorliegenden Arbeit. 

2.1 Methodologische Vorüberlegungen zur empirischen 
Erfassung individueller Vorstellungen 

In diesem Abschnitt werden grundsätzliche methodologische Überlegungen und 
Entscheidungen im Hinblick auf Ansätze zur Erfassung individueller Vorstellun-
gen von Lernenden angestellt: Dabei wird zunächst zwischen der Perspektive auf 
Prozesse und auf Produkte unterschieden. Beide Perspektiven, die lerntheoretisch 
und in ihrer Bedeutung für das Forschungsinteresse bereits in Abschnitt 1.1 ver-
ortet wurden, werden in diesem Abschnitt in ihren Konsequenzen für die Erhe-
bungsmethoden der vorliegenden Arbeit dargestellt (Abschnitt 2.1.1). Abschnitt 
2.1.2 verortet die beiden Perspektiven vor dem Hintergrund qualitativer und 
quantitativer Verfahren der Erhebung und Analyse von Lernendenvorstellungen.  

A. Schink, Flexibler Umgang mit Brüchen, Dortmunder Beiträge zur Entwicklung und

Erforschung des Mathematikunterrichts, DOI 10.1007/978-3-658-00921-2_2,

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2013



76 2 Hintergrund und Realisierung des Forschungsdesigns 

2.1.1 Produkt- und Prozessperspektive  
Jede Wahrnehmung von Wirklichkeit ist durch die Erfahrungen des Beobachters 
geprägt: Das bedeutet, dass die Festlegung dessen, was als relevanter Ausschnitt 
der Wirklichkeit verstanden werden soll, von theoretischen Vorannahmen ab-
hängt (Beck / Maier 1994, S. 55). Diese Grundannahme hat Auswirkungen auf 
den Forschungsprozess: Sowohl das Forschungsziel als auch das Design einer 
Studie sowie die damit verbundenen methodologischen Entscheidungen, die die 
Erhebung und Analyse der Daten betreffen, stehen im Zusammenhang mit einer 
jeweils spezifischen Weltsicht. Man kann sagen, dass die gewählte Fragestellung 
die Wahl der Methode bestimmt; gleichzeitig lenkt aber auch die Weltanschau-
ung die Fragestellung in bestimmte Bahnen (Jungwirth 2003, S. 189).  

Theorien als Prozess und als Produkt 
Auch Theorien stehen in diesem doppelten Verhältnis zum Forschungsprozess: 
Zum einen dienen Theorien als Beschreibungsmittel der beforschten Phänomene, 
zum anderen lenken sie als Hintergrundtheorien den Forschungsprozess implizit 
oder explizit (Prediger 2010, S. 169 f.). 
Im ersten Fall ist die Art von Theorie angesprochen, die ein Produkt von For-
schungsprozessen ist. In der vorliegenden Arbeit sind hier die in Kapitel 1 darge-
stellten theoretischen Überlegungen zum Umgang mit Brüchen zu verorten: Die 
Grundvorstellungen (vgl. Abschnitt 1.2) stellen z. B. ein theoretisches Konstrukt 
dar, das aus einer stoffdidaktischen Analyse von Gegenstandsbereichen wie 
„Brüche“ entstanden ist. Auf dieses theoretische Konstrukt wird in der vorlie-
genden Arbeit für die Fachliche Klärung des Gegenstandsbereichs in Bezug auf 
den Umgang mit Brüchen zurück gegriffen. Gleichsam dient der Umgang mit 
Teil, Anteil und Ganzem als der schärfende theoretische Blick für das Design 
von Interviews und Tests sowie für die Analyse – als conceptual analytic model 
(vgl. Schoenfeld 2007). Dabei versteht man unter diesem „a conceptual-analytic 
framework or model, in which specific aspects of the situation are singled out for 
attention (and, typically, relationships among them are hypothesized)“ (Schoen-
feld 2007, S. 73). Das bedeutet, dass das conceptual analytic model die Phäno-
mene in einer spezifischen Art und Weise konzeptualisiert und beschreibt.  
Im zweiten Fall stellt das conceptual analytic model auch die „Brille“ dar, durch 
die man die zu untersuchenden Phänomene betrachtet und damit für den For-
schungsfokus relevante Ausschnitte wählt. Es leitet damit sowohl die Auswahl 
als auch die Beschreibung, Analyse und Interpretation des als relevant betrachte-
ten Ausschnitts aus der Wirklichkeit: In diesem Fall stellt die Theorie den Rah-
men für den Forschungsprozess dar. Sie beinhaltet damit z. B. auch die Frage 
danach, was einen untersuchungswerten Forschungsgegenstand ausmacht, wel-
che Forschungsfragen gestellt werden können und welche Methoden dabei zum 
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Einsatz kommen können (Mason / Waywood 1996, S. 1058 für die Mathematik-
didaktik).  
In der vorliegenden Arbeit wird mit der Didaktischen Rekonstruktion ein For-
schungsprogramm verfolgt, dessen Hintergrundtheorien in Abschnitt 1.1 bereits 
vorgestellt wurden. In diesem Kapitel ist daher nur noch derjenige Teil der Hin-
tergrundtheorien auszuführen, der für die methodischen Entscheidungen leitend 
ist. 

Datenerhebung in Produkt- und Prozessperspektive 
Die empirische Erfassung von Lernständen kann, wie in Abschnitt 1.1.2 darge-
stellt, auf Produkte oder Bearbeitungsprozesse fokussieren. In der vorliegenden 
Arbeit werden beide Perspektiven verfolgt:  
Zum einen werden in Interviewsituationen Bearbeitungsprozesse von Schülerin-
nen und Schülern untersucht. Hierbei lassen sich zeitlich begrenzte Prozesse 
(vgl. Kapitel 1) dokumentieren, die die Aktivierung von Vorstellungen und Vor-
gehensweisen sowie konkrete lokale Hürden im Prozess beobachtbar und analy-
sierbar machen. Dabei wird in der konkreten Studie das Interview genutzt, um 
diese Prozesse vor der systematischen Behandlung der mathematischen Inhalte 
im Rahmen einer Unterrichtseinheit zu explorieren, um intuitive Annahmen und 
Entwicklungen im Be- und Erarbeitungsprozess erfassen zu können.  
Zum anderen werden Lernstände nach Abschluss einer Unterrichtseinheit erho-
ben, indem in einer schriftlichen Erhebung (Test) die Kenntnisse von Lernenden 
in einer größeren Breite erfasst werden. Dabei handelt es sich um die Erhebung 
eines Ist-Zustands zu einem Zeitpunkt, zu dem der Stoff bereits bekannt sein 
sollte. Der Verschränkung mit der Erhebung der Bearbeitungsprozesse liegt die 
Annahme zugrunde, dass sich in den Prozessen der Lernenden intuitive Annah-
men erkennen lassen, auf die auch Schülerinnen und Schüler nach der systemati-
schen Behandlung der Bruchrechnung zurückgreifen.  
Beide Erhebungsmethoden werden in den Abschnitten 2.3 und 2.4 am konkreten 
Forschungsvorhaben präzisiert und methodisch verortet. Sie gehören in zwei 
grundsätzlich unterschiedliche Forschungsansätze, die in der aktuellen Diskussi-
on zunehmend als Kontinuum verstanden werden. 

2.1.2 Quantitative und qualitative Forschungsansätze  
und ihre Kombination 

Die Unterscheidung qualitativer und quantitativer Forschungsansätze betrifft 
sowohl die Datenerhebung als auch die Auswertung. Etwas holzschnittartig wer-
den meist folgende Unterschiede hervorgehoben: 
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Quantitative Forschungsansätze 
Quantitative Forschung wird oft dadurch gekennzeichnet, dass sie meist hypo-
thesentestend vorgeht (Burzan 2005, Hussy et al. 2010) und einen linearen Ab-
lauf verfolgt:  

„Im Zuge eines relativ linearen Forschungsablaufes präzisieren und struktu-
rieren sie [die Forscher, AS] ihre Forschungsfrage, „übersetzen“ die Frage in 
ein Instrument zur Datenerhebung (z. B. in einen Fragebogen oder ein Kate-
goriensystem für eine Inhaltsanalyse), erheben die Daten und werten sie ge-
mäß ihrer Systematik aus.“ (Burzan 2005, S. 25; Hervorhebungen im Origi-
nal) 

Aus wissenschaftstheoretischer Sicht ist das hypothesentestende Vorgehen quan-
titativer Forschung darin begründet, vom Allgemeinen auf den Einzelfall zu 
schließen. Dabei wird von deduktiven bzw. induktiven deterministischen Zu-
sammenhängen ausgegangen: „Der Forscher prüft eine allgemeine These an 
Einzelfällen“ (Burzan 2005, S. 27), aber zuweilen auch umgekehrt, dann schließt 
er von Einzelfällen auf eine allgemeine Gesetzmäßigkeit (Burzan 2005, S. 28). 
Dabei bedient er sich meist zur Datenauswertung statistischer Verfahren. 
Forschung im quantitativen Ansatz wird meist verbunden mit „objektiv messen-
de[n] (standardisierte[n])“ Verfahren und Erhebungsinstrumenten (Hussy et al. 
2010, S. 9). Als Vorbild wird die Exaktheit der Naturwissenschaften genannt:  

„Leitgedanken der Forschung(-splanung) sind dabei die klare Isolierung von 
Ursachen und Wirkungen, die saubere Operationalisierung von theoretischen 
Zusammenhängen, die Messbarkeit und Quantifizierung von Phänomenen, 
die Formulierung von Untersuchungsanordnungen, die es erlauben, ihre Er-
gebnisse zu verallgemeinern und allgemein gültige Gesetze aufzustellen 
(Flick 2009, S. 23 f.)  

Um Regelhaftigkeiten, Häufigkeiten und Kausalbeziehungen bestimmter Phä-
nomene aufzudecken sowie nach Möglichkeit Repräsentativität, d. h. Allgemein-
heit über die konkreten Fälle hinweg zu erreichen, ist für quantitative Forschung 
oft eine Untersuchung vieler Fälle notwendig (Burzan 2005, S. 29 f.). Darüber 
hinaus erscheint die Kontrolle der Bedingungen für die Forschung zentral, um 
äußere Einflüsse wie etwa durch den Forscher selbst, möglichst auszuschließen 
(Flick 2009, S. 24). 

Qualitative Forschungsansätze 
Im Gegensatz zur möglichst objektiven und reliablen Erfassung von Wirklichkeit 
verfolgen qualitative Forschungsansätze das Ziel der Rekonstruktion subjektiver 
Sinnkonstitutionen, d. h. Erfassung „subjektive[r] Bedeutungen und individuel-
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le[r] Sinnzuschreibungen“ (Flick 2009, S. 81 f.). Nach dem qualitativen, inter-
pretativen Paradigma geht man davon aus, dass die handelnden Subjekte die 
soziale Welt durch ihr gemeinsames Interpretieren derselben „zu der machen, die 
sie für sie ist“ (Jungwirth 2003, S. 189 f.). Dabei interpretieren Menschen selbst 
ihre Welt, während sie sich gleichzeitig auch an den Interpretationen der anderen 
orientieren (ebd.). Qualitative Forschung wird daher auch als interpretativ oder 
rekonstruktiv bezeichnet (vgl. Przyborski / Wohlrab-Sahr 2010, S. 15). 
Aufgrund dieses Ziels bedient sich der qualitative Ansatz „eher sinnverstehen-
de[r] (unstandardisierte[r])“ Verfahren (Hussy et al. 2010, S. 9): Die Phänomene 
der Realität sind z. T. sehr komplex und lassen sich nicht isoliert auf Ursache-
Wirkungs-Zusammenhänge zurückführen: Die Forschungsgegenstände werden 
nicht in einzelne Variablen zerlegt, sondern „in ihrer Komplexität und Ganzheit 
in ihrem alltäglichen Kontext untersucht“ (Flick 2009, S. 27). Dabei steht nicht 
das Ziel im Vordergrund, theoretische Konzepte zu prüfen, sondern sie zu entwi-
ckeln (vgl. Burzan 2005, S. 29, Hussy et al. 2010, S. 9, Flick 2009, S. 27). Dazu 
dienen meist eher offene Verfahren zur Erhebung, wie z. B. Interviews (s. a. 
Beck / Maier 1993).  
Hinzu kommt bei qualitativer Forschung eine Fall- und häufig auch Prozessori-
entierung. Dabei sind Datenerhebung und Datenauswertung nicht notwendig 
getrennte Phasen einer Untersuchung (Burzan 2005, S. 30).  
In Bezug auf das Verhältnis von Forscher und Forschungsgegenstand lässt sich 
feststellen, dass die Subjektivität eine besondere Rolle erfährt, die bei quantitati-
ven Forschungsansätzen aufgrund des standardisierten Vorgehens eher auszu-
schließen versucht wird. Die als relevant erachtete Wirklichkeit „kommt durch 
unterschiedliche Bedingungen der jeweiligen Interpretationsmethode in ver-
schiedener Weise zum Vorschein“ (Beck / Maier 1994, S. 55). Dabei handelt es 
sich bei den im Rahmen von Interpretationen entstehenden Deutungen des Un-
tersuchungsgegenstands um „interpretierte Wirklichkeit“ (Beck / Maier 1994, 
S. 55): 

„Die Reflexion des Forschers über seine Handlungen und Beobachtungen im 
Feld, seine Eindrücke, Irritationen, Einflüsse, Gefühle etc. werden zu Daten, 
die in die Interpretationen einfließen [...]“ (Flick 2009, S. 29) 

Das bedeutet, dass die Forscherin einerseits stets an einem konkreten Ausschnitt 
der Wirklichkeit arbeitet (datengeleitet), andererseits aber nie ohne einen theore-
tischen Entwurf, der ihren Blick lenkt in Form von sensibilisierenden Konzepten 
oder conceptual analytic models, an die Interpretation der empirischen Wirklich-
keit geht (Jungwirth 2003, S. 190; Schoenfeld 2007, Flick 2009, S. 23). Letzteres 
ist für die Formulierung von Gütekriterien empirischer Forschung entscheidend 
(vgl. Abschnitt 2.1.3). 
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Verbindung quantitativer und qualitativer Ansätze 
So sehr unterschiedlich die beiden dargestellten Forschungsansätze – qualitativ 
versus quantitativ – erscheinen mögen, so hat sich in den letzten Jahren die Ten-
denz ergeben, quantitative und qualitative Ansätze auf verschiedenen Ebenen 
und in unterschiedlicher Intensität miteinander zu kombinieren (Flick 1999). 
Während zunächst grundsätzlich über den generellen Ansatz quantitativ versus 
qualitativ diskutiert wurde, hat sich in letzter Zeit die Grundsatzfrage für die eine 
oder andere Tradition in Richtung der Frage nach der Angemessenheit von Me-
thoden für die jeweilige Forschungspraxis verschoben (Flick 1999, S. 280): 

„Die Verfahrenswahl im Rahmen eines Forschungsprojekts erfolgt einerseits 
in Abhängigkeit von der jeweiligen Fragestellung bzw. vom Forschungsziel; 
andererseits sollte sie sich daran orientieren, wie die Verfahrenstypen Gel-
tungsansprüche empirischer Forschung erfüllen können.“   
(Beck / Maier 1994, S. 56) 

Das bedeutet, dass sich die gewählten Methoden aus der Art und Beschaffenheit 
des Forschungsgegenstandes ergeben müssen und nicht durch präferierte For-
schungsparadigmen a priori festgelegt werden sollten. Damit geht die Überzeu-
gung einher, dass qualitative und quantitative Ansätze nicht als rivalisierend, 
sondern eher als komplementär gesehen werden müssen und sich gegenseitig 
ergänzen können (Flick 1999, Flick 2009, Bortz / Döring 2006). So können beide 
Richtungen isoliert je nach Forschungsinteresse Anwendung finden oder inner-
halb eines Forschungsprojektes in unterschiedlicher Ausgestaltung miteinander 
kombiniert werden (vgl. Flick 1999). Die Kombination und Verbindung können 
dabei auf verschiedenen Ebenen vorgenommen werden: Flick (2009, S. 40) 
nennt hier unter anderem das Forschungsdesign, die Forschungsmethoden und 
die Ergebnisse. 
Theoretisch gefasst wird die Perspektive der Verbindung quantitativer und quali-
tativer Ansätze im Mixed-methods-Design: Der Begriff selbst umfasst dabei 
verschiedene Designs, die sich hinsichtlich der Reihenfolge der Anwendung 
quantitativer und qualitativer Methoden (simultan oder sequentiell) und ihrer 
Gewichtung (gleichgewichtet oder übergeordnet) unterscheiden lassen (Hussy et 
al. 2010, S. 285 f.). Die Verbindung von Methoden muss sich dabei nicht auf die 
Datenerhebung beschränken: Schließlich können auch die Daten selbst miteinan-
der verbunden werden. Aus dieser Vielzahl prinzipiell möglicher Kombinationen, 
ergibt sich eine Fülle an unterschiedlichen Designs (Hussy et al. 2010, S. 286 f.), 
auf die hier im Einzelnen nicht weiter eingegangen werden kann. 
Für die vorliegende Arbeit wurden daher auf der Basis einer interpretativen qua-
litativen methodologischen Grundposition mit dem Ziel der Rekonstruktion 
subjektiver Sinnkonstitutionen einige quantitative Elemente ergänzt, um die 
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Erkenntnisse zu den Bearbeitungsprozessen durch breitere Überblicke über 
schriftliche Produkte ergänzen zu können. Genaueres zu dieser Verbindung fin-
det man in den Abschnitten 2.3, 2.4 und 2.7. 

2.1.3 Qualitätskriterien empirischer Forschung 
Für die Sicherung von Qualität empirischer Forschung ist sowohl die Qualität 
ihres Vorgehens zur Datenerhebung als auch zur Datenauswertung entscheidend: 
Es bedarf „Kernkriterien zur Bewertung qualitativer Forschung sowie Wege zu 
deren Sicherung und Prüfung“ (Steinke 2000, S. 319; s. a. Flick 2009). Diese 
Kriterien bezeichnet man in der Forschungsmethodologie als Qualitätskriterien. 
Im Hinblick auf qualitative empirische Forschung ergibt sich jedoch die Schwie-
rigkeit, dass die klassischen Qualitätskriterien der quantitativ ausgerichteten 
Forschungsansätze – Objektivität, Reliabilität und Validität –nicht direkt über-
tragbar sind: So ist der Forscher z. B. durch die offene Form der Erhebungsme-
thoden selbst bereits Teil des Forschungsprozesses, so dass das Kriterium der 
Objektivität durch die Eingebundenheit seiner subjektiven Perspektive nicht 
direkt übertragbar ist (für die Frage nach der Übertragbarkeit der Gütekriterien 
quantitativer auf qualitative Forschung s. a. Beck / Maier 1994). 
Steinke (2000) formuliert einen Katalog von Kernkriterien qualitativer For-
schung und von Prozeduren zu deren Überprüfung: Diese Kriterien sollten dem 
Untersuchungsgegenstand angemessen jeweils konkretisiert und ergänzt werden 
(Steinke 2000, S. 323 f.). Dabei stehen hier unter anderem die intersubjektive 
Nachvollziehbarkeit des Vorgehens und die Kohärenz und Relevanz der entwi-
ckelten Theorie im Vordergrund (s. a. Jungwirth 2003, S. 197): Diese Kriterien 
sollen den Forschungsprozess transparent machen und eine Grundlage für die 
Bewertung der Ergebnisse liefern (Steinke 2000, S. 324). Hierzu gehören die 
gründliche Dokumentation des Vorgehens (zur Sicherung der Nachvollziehbar-
keit), das Offenlegen z. B. von ungelösten Fragen (Kohärenz) und die Reflexion 
über den Beitrag, den die entwickelte Theorie etwa in Form von Erklärungsan-
sätzen leisten kann (Relevanz) (Steinke 2000, S. 324 ff.). Auch die reflektierte 
Subjektivität, die die Rolle des Forschers im Forschungsprozess selbst berück-
sichtigt, stellt ein wichtiges Kernkriterium qualitativer Forschung dar (Steinke 
2000, S. 330 f.) 
Diese Aspekte sollen auch für die vorliegende Arbeit als zentral erachtet werden 
und werden daher im Zusammenhang mit der Darstellung des konkreten Vorge-
hens expliziert. 
Im Folgenden wird das Design der vorliegenden Studie im Hinblick auf die all-
gemeinen methodologischen Überlegungen für die Untersuchung des flexiblen 
Umgangs mit Brüchen dargestellt und begründet. 
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2.2 Design im Modell der Didaktischen Rekonstruktion 
Das dieser Arbeit zugrunde liegende Dissertationsprojekt umfasst mehrere Pha-
sen mit je unterschiedlich priorisierten, aus den Erkenntnissen vorangehender 
Phasen abgeleiteten Untersuchungsinteressen. Diese ergeben sich aus dem An-
liegen heraus, Lernendenvorstellungen, fachliche Perspektive sowie (in geringe-
rer Gewichtung, da diese nicht Kern der vorliegenden Arbeit ist) Didaktische 
Strukturierung im Prozess iterativ aufeinander zu beziehen. Damit soll diese 
Arbeit den drei wichtigen Pfeilern unterrichtlichen Handelns in diesem speziel-
len Bereich der Mathematik gerecht werden: Blick auf konkrete Lernendenpro-
dukte und Vorstellungen (auch in Prozessperspektive), vertiefte Durchdringung 
des mathematischen Inhaltsbereichs und in geringerer Gewichtung Entwicklung 
von Aufgaben.  
 

Phase Zeitraum: Quartal (Jahr)  
I Vorbereitung der Vorstudie 2 (2007) 
II Durchführung der Vorstudie 3 – 4 (2007) 

III Auswertung der Vorstudie und inhaltliche Fokussierung 3 (2007) – 2 (2008) 
IV Vorbereitung der Interviewstudie 2 – 3 (2008) 
V Durchführung der Interviewstudie 4 (2008) 
VI Datensichtung der Interviewstudie 4 (2008) – 4 (2009) 
VII Vorbereitung / Pilotierung der Paper-Pencil Test-Studie 4 (2008) – 2 (2009) 

VIII Durchführung Paper-Pencil-Test-Studie 3 – 4 (2009) 
IX Datensichtung Paper-Pencil-Test-Studie 3 – 4 (2009) 
X Datenauswahl und Datenaufbereitung (Transkription) 4 (2009) – 3 (2010) 
XI Vertiefte Datenauswertung / Vernetzung der Perspektiven 4 (2009) – 4 (2010) 

Tabelle 2-1: Quartalsweise Übersicht über die verschiedenen Phasen der Studie 
 
Im Folgenden soll zur Ermöglichung von Transparenz über den Forschungsver-
lauf das Design der Studie expliziert werden: Die Tabelle 2-1 gibt einen Über-
blick zur Orientierung über die einzelnen Phasen des Dissertationsprojektes. Im 
Einzelnen lassen sich die Konzipierung der Studie, die empirische Erhebung von 
Lernendenvorstellungen und die Auswertung in die folgenden Phasen gliedern, 
die schwerpunktmäßig jeweils verschiedenen Arbeitsbereichen der Didaktischen 
Rekonstruktion zugeordnet sind:  



2.2 Design im Modell der Didaktischen Rekonstruktion 83 

Phase I: Vorbereitung einer Vorstudie zur Multiplikation von Brüchen  
Die Vorstudie stellt den ersten Zugriff der Autorin auf den Umgang mit Brüchen 
dar, wobei zunächst der Forschungsschwerpunkt auf der Multiplikation von 
Brüchen liegt (vgl. Kapitel 3): Die verfügbare Forschungsliteratur zur Bruch-
rechnung zeigt die Schwierigkeiten auf, die viele Lernende im Zusammenhang 
mit Brüchen erfahren (z. B. Padberg 2009, Fischbein et al. 1985). Dabei stellt die 
Multiplikation eine größere Hürde für Lernende dar (z. B. Greer 1994).  
Für die Vorstudie wird daher ein bereits existierender Zugang zur Multiplikation 
von Brüchen über eine Lernumgebung zum Falten des Anteils-vom-Anteil ge-
wählt (Sinicrope / Mick 1992, Affolter et al. 2004). Damit wird für die eigene 
Empirie auf eine bereits existierende Didaktische Strukturierung zurückgegriffen 
und bereits existierende Forschungsergebnisse zur Lernendenperspektive bzw. 
Fachlichen Klärung als Ausgangspunkt für weitergehende Untersuchungen ge-
nommen. 

Phase II: Durchführung der Vorstudie 
Der bereits existierende Zugang wird in halbstandardisierten klinischen Partner-
interviews als Design-Experimente (vgl. Gravemeijer / Cobb 2006, Cobb et al. 
2003) in einer 6. Gymnasialklasse eingesetzt, um die Entwicklung von Vorstel-
lungen zu untersuchen (Erfassung der Lernendenperspektive im Sinne von Lern-
prozessen). Einzelne Interviewepisoden werden transkribiert. 

Phase III: Auswertung – Inhaltliche Fokussierung  
Als eine wesentliche Schwierigkeit im Hinblick auf die Multiplikation von Brü-
chen als Anteil-Nehmen erscheint in den Interviews das Problem der unklaren 
Bezugsgröße / der Wahl des Ganzen (Lernendenperspektive): Wesentlich bei der 
Interpretation des Anteils-vom-Anteil scheint zu sein, zu erkennen, auf welches 
Ganze der (in diesem Fall durch Falten bestimmte) Teil bezogen werden muss. 
Dieses Phänomen an sich ist nicht neu (z. B. taucht es immer wieder auch in 
anderen Bereichen wie z. B. der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf; s. a. Mack 
2000). Es scheint hier aber ein entscheidender Faktor für das Verständnis der 
Operation in der Grundvorstellung der Multiplikation als Anteil-Nehmen zu sein 
(Ineinandergreifen von Lernendenperspektive und Fachlicher Klärung). Neben 
dem Ganzen als zu klärendes mathematisches Konstrukt an sich, erscheinen auch 
das Interpretieren und Herstellen von Zusammenhängen zwischen Teil, Anteil 
und Ganzem als zentral für einen flexiblen Umgang mit Brüchen (Fachliche 
Klärung).  
Die Phasen I-III stellen den Ausgangspunkt für die Hauptstudie (Phasen IV-XI) 
der vorliegenden Arbeit dar. Sie werden in diesem Kapitel aufgrund ihres abge-



 2 Hintergrund und Realisierung des Forschungsdesigns 84

schlossenen Status als Vorstudie nicht weiter erläutert. Für eine Darstellung der 
Vorstudie s. Kapitel 3. 

Phase IV: Vorbereitung der Interviewstudie 
Ausgehend von der in Phase III vorgenommenen Fachlichen Klärung und Erfas-
sung der Lernendenperspektive werden Aufgaben entwickelt, die gezielt auf das 
Herstellen und Reflektieren von Strukturen und Zusammenhängen von Teil, 
Anteil und Ganzem abzielen. Dabei ist die Frage nach der richtigen Bezugsgröße 
/ dem Ganzen stets ein wichtiger Bestandteil des Aufgabendesigns, um die Vor-
stellungen der Lernenden zu diesem Aspekt der Bruchrechnung genauer zu erfas-
sen (Entwicklung und Zusammenstellung von Aufgaben im Hinblick auf eine 
Didaktische Strukturierung). 

Phase V: Durchführung der Interviewstudie 
In einer Gesamtschulklasse 6 werden in Verbindung mit Unterrichtshospitationen 
zu Beginn der Beschäftigung mit Brüchen klinische halbstandardisierte Partner-
interviews durchgeführt. Dabei ist das Forschungsziel die Erfassung von Bear-
beitungsprozessen (Erfassung der Lernendenperspektive). 

Phase VI: Datensichtung und erste Auswertung 
Die Interviews werden einer ersten noch nicht systematischen Sichtung und 
ersten Auswertung unterzogen. Dabei dient der Blick auf den Umgang mit Teil, 
Anteil und Ganzem als das den Blick für relevante Episoden für den Forschungs-
fokus schärfende conceptual analytic model (Lernendenperspektive und Fachli-
che Klärung). Einzelne Episoden werden für diese erste Auswertung transkri-
biert. 

Phase VII: Vorbereitung und Pilotierung der Paper-Pencil-Test-Studie 
Auf Grundlage der in den Interviews beobachtbaren Phänomene zur Art und zum 
Umgang mit Teil, Anteil und Ganzem werden die in den Interviews eingesetzten 
Aufgaben überarbeitet und mit weiteren Aufgaben zu Brüchen (und zur Multipli-
kation) für einen schriftlichen Test zusammengestellt: In zwei weiteren Klassen 6 
einer Gesamtschule wird eine erste Version des Tests durchgeführt. Dabei besteht 
das Forschungsziel darin, die in den Interviews gemachten Beobachtungen zu-
nächst explorativ auch in größerer Breite zu erfassen, aber auch u. U. weitere 
Phänomene zu identifizieren (Erfassung der Lernendenperspektive).  
Der Test wird überarbeitet und in sieben weiteren 6. Klassen verschiedener 
Schulformen eingesetzt, um die Aufgaben zu testen. Die schriftlichen Dokumen-
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te aus dieser Testversion werden gesichtet und noch existierende Schwierigkeiten 
(Formulierung und Aussagemöglichkeit der Test-Items) in der Version des 
Haupttests berücksichtigt. Gleichzeitig werden neue Aufgaben ergänzt. 

Phase VIII: Durchführung der Paper-Pencil-Test-Studie 
Der nochmals überarbeitete Test wird in acht 7. Klassen verschiedener Schul-
formen eingesetzt. (Erfassung von Lernendenperspektiven). Hierbei liegt der 
Schwerpunkt auf der Erfassung von Lernständen nach der systematischen Be-
handlung der Brüche im Unterricht, weshalb auf die Jahrgangsstufe 7 ausgewi-
chen wird. 

Phase IX: Datensichtung der Paper-Pencil-Test-Studie 

Phase X: Datenauswahl und Datenaufbereitung (Transkription) 
Die Interviews und Testdaten werden im Hinblick auf den Forschungsfokus 
gesichtet und es werden besonders aussagekräftige Aufgaben und Episoden für 
eine vertiefte Analyse ausgewählt. Weitere Interviewepisoden werden transkri-
biert.  

Phase XI: Vertiefte Datenauswertung / Vernetzung der Perspektiven  
Die ausgewählten Aufgaben und Transkripte werden vertieft analysiert. Dabei 
werden die Erkenntnisse aus den Analysen der unterschiedlichen Erhebungen 
sowohl aufeinander als auch auf die fachlichen Inhalte bezogen (Lernendenper-
spektive und Fachliche Klärung).  

2.3 Realisierung der Interviewstudie (Phasen IV-VI) 
In diesem Abschnitt wird das Design der Interviewstudie dargestellt und vor dem 
Hintergrund der in Abschnitt 2.1 dargestellten Methodendiskussion verortet. 
Darüber hinaus werden sowohl die Rahmenbedingungen als auch die Durchfüh-
rung der Studie dargestellt. Dabei wird hier aufgrund ihres besonderen Status auf 
die detaillierte Schilderung des Designs der Vorstudie verzichtet. Für eine kurze 
Darstellung der Vorstudie (Phasen I-III) s. Kapitel 3. 

2.3.1 Design der Interviewstudie 
Die Interviewstudie dient dazu, Prozesse der Weiterentwicklung von individuel-
len Vorstellungen und Vorgehensweisen zu erheben. Damit referiert sie auf die 
Lernendenperspektive im Modell der Didaktischen Rekonstruktion und den An-
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spruch, subjektive Sinnkonstitutionen zu erfassen (vgl. Abschnitt 2.1.1 und 1.1). 
Dabei erscheint das Interview als geeignet, Bearbeitungsprozesse zu erheben: 
Interviews werden, z. T. mit unterschiedlichen Bezeichnungen und Ausprägun-
gen im Hinblick auf die Befragungsform, in vielen mathematikdidaktischen 
Untersuchungen eingesetzt und oftmals als klinische Interviews bezeichnet 
(Beck / Maier 1993). Dabei lassen sich verschiedene Ausprägungen unterschei-
den, deren Ausgestaltung unter anderem vom Erkenntnisinteresse abhängt (z. B. 
Lamnek 2005, Flick 2009).  
Im Rahmen der vorliegenden Studie erscheinen die Leitfadeninterviews, speziell 
halbstandardisierte Interviews, als geeignete Erhebungsmethode (Flick 2009): 
Beim Leitfadeninterview liegt der Erhebung ein vorab konzipierter Fragebogen 
zugrunde (vgl. Lamnek 2005). Im Gegensatz zu standardisierten Verfahren haben 
die Interviewkandidaten in halbstandardisierten Untersuchungen die Gelegen-
heit, ihre individuellen Sichtweisen auf ein bestimmtes Thema hin zu äußern. Da 
das Ziel der vorliegenden Arbeit die Erfassung der Strategien und Vorstellungen 
der Lernenden ist, erscheinen geschlossene Verfahren für diesen Zweck als un-
geeignet. 
Gleichzeitig sollen auch individuelle Sichtweisen in Bezug auf ein spezielles 
mathematisches Konstrukt – den flexiblen Umgang mit Brüchen – untersucht 
werden. Diese Tatsache verlangt nach einer thematischen Orientierung sowie 
gezielter Impulse, die Denkweisen überhaupt explizit zu formulieren. Gleichzei-
tig sollen auch in etwa vergleichbare Rahmenbedingungen geschaffen werden, so 
dass sich die Bearbeitungswege verschiedener Individuen in gewissem Maße 
vergleichen lassen. Aus diesem Grunde eignen sich völlig offene Formen der 
Erhebung, wie z. B. das narrative Interview (vgl. z. B. Flick 2009), ebenfalls 
nicht. Im Folgenden wird die Interviewform genauer methodisch verortet, wobei 
auf Kriterien von Lamnek (2005) Bezug genommen wird (Lamnek 2005, 
S. 348-352 bzw. S. 383).  
Die Bezugnahme auf Qualitätskriterien und deren Konkretisierung bzw. Realisie-
rung orientiert sich dabei der Forderung von Steinke (2000) entsprechend an der 
Angemessenheit dieser Kriterien für den Forschungsgegenstand, hier „flexibler 
Umgang mit Brüchen“ (vgl. Steinke 2000, S. 323 f.). 

Konkretisierung und Einordnung der verwendeten Interviews 
Bei der hier gewählten Sozialform des Interviews handelt es sich um Partnerin-
terviews. Dies hat gewisse Vor-, aber auch Nachteile für die Untersuchung: Eine 
Interviewsituation kann für manche Lernende eine ungewohnte und komische 
Situation sein. Durch die gleichzeitige Befragung zweier Lernender ergibt sich 
die Möglichkeit, dass diese auf natürliche Weise miteinander kommunizieren 
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können und die Interviewerin sich aus dem Gespräch weitgehend zurückziehen 
kann: Fragen seitens der Lernenden können zunächst zurückgespiegelt werden 
und bringen nicht die Interviewerin in die Rolle des Erklärers. Ein Nachteil kann 
darin bestehen, dass durch die gleichzeitige Befragung zweier Lernender nicht 
beide Bearbeitungsprozesse gleich intensiv beobachtet werden können (vgl. 
Selter / Spiegel 1997, S. 106). Diese Phänomene müssen bei der Auswertung der 
Daten berücksichtigt werden. 
Unter dem Begriff der Offenheit versteht man, dass der Forscher nicht von vorn-
herein den Gegenstand theoretisch strukturiert und das Subjekt und dessen Wirk-
lichkeit nicht einbezieht, sondern dass der Forschungsgegenstand durch die be-
fragten Subjekte konstituiert wird (vgl. Lamnek 2005, S. 348).   
Zwar wird in dieser Erhebung ein aufgabenstrukturierter Leitfaden genutzt, der 
bestimmte Ausschnitte aus dem untersuchten Themenfeld berücksichtigt, jedoch 
soll den Lernenden innerhalb der Interviews der Raum gegeben werden, ihre 
individuellen Sichtweisen zu artikulieren und auch selbst bestimmte für sie rele-
vante Aspekte anzusprechen. Dies ist ausdrücklich erwünscht und wird ihnen 
zuvor auch so vermittelt. Die Interviewerin hält sich während der Bearbeitung 
der Aufgaben nach Möglichkeit im Hintergrund, kann aber jederzeit flexibel auf 
einzelne Aussagen der Lernenden z. B. mit weiteren Fragen oder Impulsen rea-
gieren (Ad-hoc-Fragen; vgl. Hussy et al. 2010, S. 217). Diese Orientierung an 
den Bearbeitungsprozessen der Lernenden bewirkt somit auch, dass die Dauer 
der Interviews schwankt. Insgesamt besteht eine weitestgehende Offenheit.  
Der Aspekt der Kommunikation bezieht sich auf die Form der Erhebung. So kann 
der Interviewer in den Diskurs einbezogen sein oder diesen nur beobachten (vgl. 
Lamnek 2005, S. 349). In der hier verwendeten Form des Interviews ist die In-
terviewerin zu einem gewissen Grad in den Diskurs einbezogen und orientiert 
sich an einem aufgabenstrukturierten Leitfaden. Darüber hinausgehend ergänzt 
sie diesen flexibel durch weitere Fragen an die Lernenden. 
Mit Prozesshaftigkeit wird die Art des Forschens angesprochen. Im Falle der hier 
durchgeführten Interviews ist die Forscherin in die Erhebungssituation einge-
bunden und wird damit selbst Teil des Forschungsprozesses und -ergebnisses 
(vgl. Lamnek 2005, S. 349 f. und Steinke 2000): Sie nimmt zum einen eine Be-
obachterrolle im Prozess ein, zum anderen gibt sie aber auch gelegentliche in-
haltliche Inputs und Impulse, die sich auf die konkreten Prozesse beziehen und 
damit über reine Leitfadeninterviews hinausgehen. 
Explikation bezieht sich neben der Offenlegung der einzelnen Schritte im For-
schungsprozess (Transparenz der verwendeten Methoden etc.) darauf, dass auf 
die Äußerungen der Interviewten im Prozess eingegangen werden kann und diese 
dazu aufgefordert werden können, ihre Aussagen zu explizieren. Hier kann der 
Interviewer durch verschiedene methodische Hilfsmittel versuchen, die Äuße-



 2 Hintergrund und Realisierung des Forschungsdesigns 88

rungen der Interviewten genauer zu erfassen und ihm zunächst unklar erschei-
nende Aussagen explizieren zu lassen (vgl. Lamnek 2005, S. 350 f.): In der hier 
gewählten Interviewform sind Verständnisfragen seitens der Interviewerin unbe-
dingt notwendig. Ihr Ziel ist, mehr darüber zu erfahren, wie Lernende die Zu-
sammenhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem denken und weiterentwickeln. 
Dazu ist sie darauf angewiesen, dass ihr die Lernenden ihre Ideen, Vorstellungen 
und Überlegungen möglichst detailliert schildern und sie gegebenenfalls Rück-
fragen stellen oder weitere Aspekte ansprechen kann. Nur so kann sie ein mög-
lichst detailliertes Bild von den Vorstellungen der Lernenden gewinnen. 
In die Konzipierung der Interviews sind theoretische Konzepte eingeflossen, die 
bereits in Kapitel 1 der vorliegenden Arbeit dargestellt wurden: Ausgangspunkt 
aus normativer Perspektive sind die Grundvorstellungen zu Brüchen (Abschnitt 
1.2.1), welche sich als komplexe Konstrukte erweisen. Daher werden sie in der 
vorliegenden Arbeit als Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem 
beschrieben. Diese Zusammenhänge werden über das Bilden und Umbilden von 
Einheiten hergestellt und analysierbar (vgl. Abschnitt 1.6), wobei die Qualität 
des Ganzen und die Art der Konstellation ebenfalls berücksichtigt werden müs-
sen (Abschnitt 1.5.2 bzw. 1.7). Für die Konzipierung der Interviewaufgaben 
ergibt sich die Notwendigkeit der Berücksichtigung dieser Konzepte: Sie wird 
dadurch erfüllt, dass Aufgaben zu verschiedenen Konstellationen und verschie-
denen Qualitäten des Ganzen entwickelt wurden (vgl. auch die Steckbriefe und 
Sachanalysen zu den Aufgaben in Abschnitt 2.6).  
Nachfolgend werden die Rahmenbedingungen und die Durchführung der Inter-
viewstudie dargestellt. 

2.3.2 Interviewstudie: Rahmenbedingungen und Durchführung  
Die Interviews wurden im Winter 2008 in einem Mathematik-Vertiefungskurs 
der Jahrgangsstufe 6 einer Gesamtschule in Nordrhein-Westfalen von der Verfas-
serin der vorliegenden Arbeit durchgeführt. An dieser Schule wird den Schüle-
rinnen und Schülern eine Auswahl an Kursen angeboten, von denen sie einen 
vertieft – mit zwei Unterrichtsstunden mehr als üblich pro Woche – auswählen 
können. Dabei handelt es sich um einen Differenzierungskurs, der über den fes-
ten Klassenverband hinweg besteht. Somit sind in diesem Mathematikkurs im 
Vergleich zu den regulären Kursen zum größten Teil Lernende, die ein ausge-
prägteres Interesse an Mathematik haben. Teilweise, aber nicht durchgängig, 
zeigen sie auch höhere Leistungen als die anderen Schülerinnen und Schüler 
ihrer Gesamtschule mit normalem Einzugsgebiet. 
Die Bruchrechnung wurde zum ersten Mal im Winter 2008 eingeführt. Zuvor 
hatte die Klasse erste Erfahrungen mit Dezimalzahlen gesammelt (Runden und 
Ordnen von Dezimalzahlen; Umrechnen von Größen). Die Vorstellung von Brü-
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chen als Relativer Anteil war bis dahin nicht Gegenstand einer systematischen 
Behandlung im Unterricht, welcher der Lernumgebung nach Barzel et al. (2012) 
folgte. Die Interviews setzten parallel zu dieser Unterrichtsreihe ein, nachdem 
die Schülerinnen und Schüler erste Erfahrungen mit Brüchen gesammelt hatten 
(vgl. Tab. 2-2 für eine Übersicht über die Inhalte; die vertieft ausgewerteten 
Interviewepisoden entstammen den Interviewterminen II bzw. III). 
 

Stunden 1-10 (vor Interview-Termin II, d. h. Interviews I-5 bis I-9)
• gerechtes Teilen eines Ganzen: Bruch als Beschreibung einer Verteilungssituation 

(Zähler = zu verteilende Dinge, Nenner = Anzahl der Personen, die sich etwas teilen);  
• Flexibilisierung: Variation der Anzahl der Personen; gleiche Anteile können unter-

schiedlich aussehen;  
• Vergleich von Stammbrüchen in Verteilungssituationen („An welchem Tisch will man 

lieber sitzen?“) und an Bildern, später ganz ohne Bild;  
• bildliches Ergänzen zum Ganzen mit beliebigen Anteilen (dürfen sich Schülerinnen und 

Schüler selber aussuchen);  
• Verteilungssituationen mit mehreren Ganzen;  
• Anteile von verschiedenen Flächen und Körpern einzeichnen  
Stunden 11-17 (vor Interview-Termin III, d. h. Interviews I-10 bis I-12)
• Vertiefung I: Verteilungssituationen mit mehreren Ganzen, Anteile von verschiedenen 

Flächen und Körpern einzeichnen; Bruchteile vergleichen (auch kürzbare Nicht-
Stammbrüche);  

• Vertiefung II: Warum kann 1/4 unterschiedlich aussehen und unterschiedlich groß sein?  
• Untersuchen von Mischungsverhältnissen (angebahnt, aber noch nicht systematisiert 

und vertieft)  

Tabelle 2-2: Lerngelegenheiten zu Brüchen im Unterricht nach Barzel et al. (2012) 
 
Die Interviews erstreckten sich insgesamt bis kurz vor Weihnachten und bis auf 
zwei nahmen alle Lernenden (18 Schülerinnen und Schüler) an den Interviews, 
die über die verschiedenen Sitzungen inhaltlich leicht variiert wurden, mindes-
tens einmal teil.  
Die Zusammenstellung der Interviewpaare wurde in Absprache mit dem Mathe-
matiklehrer der Klasse vorgenommen. Dabei waren zwei Kriterien ausschlagge-
bend: Zum einen sollten die Lernenden gut miteinander arbeiten können und 
zum anderen sollten sie in etwa gleichstarke Partner im Hinblick auf ihre Leis-
tungen im Mathematikunterricht sein. Das wiederholte Teilnehmen einzelner 
Schülerinnen und Schüler an den Interviews ist organisatorischen Faktoren ge-
schuldet (z. B. Krankheit einzelner Schülerinnen und Schüler). Wenn Lernende 
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an zwei Interviews teilnahmen und die Aufgabenstellungen sehr ähnlich beibe-
halten wurden, so wurde dies bei der Analyse der Interviews berücksichtigt.  
Während der Interviews stellte die Interviewerin nach Möglichkeit nur Verständ-
nis- und Rückfragen bzw. weiterführende Fragen und vermied nach Möglichkeit 
Wertungen, um die Schülerinnen und Schüler nicht zu sehr auf sich zu fixieren 
und damit den Bearbeitungsprozess der einzelnen Aufgaben zu beeinflussen. 
Die Interviews wurden videographiert.  

2.4 Realisierung der Paper-Pencil-Test-Studie (Phasen 
VII-IX) 

In diesem Abschnitt wird das Design der schriftlichen Erhebung (Paper-Pencil-
Test) dargestellt und vor dem Hintergrund der in Abschnitt 2.1 dargestellten 
Methodendiskussion verortet. Darüber hinaus werden sowohl die Durchführung 
als auch die Rahmenbedingungen der Studie dargestellt. 

2.4.1 Design der Paper-Pencil-Test-Studie 
Der schriftliche Test soll dazu dienen, Lernstände von Lernenden zum Umgang 
mit Brüchen in größerer Breite zu erheben. Hier werden den Lernenden Aufga-
ben gestellt, um in ihren schriftlich festgehaltenen Lösungswegen, Bildern und 
Antworten ihren Umgang mit Brüchen zu analysieren, d. h. zu untersuchen, 
welche Beziehungen sie zwischen den drei Komponenten Teil, Anteil und Gan-
zes herstellen. Es handelt sich dabei um die Untersuchung eines Ist-Zustandes 
nach der unterrichtlichen Behandlung, der Aufschluss über die Fähigkeiten der 
Schülerinnen und Schüler, aber auch über verpasste Lernchancen geben kann.  
Schriftliche Tests lassen sich gut einsetzen, um Aussagen über Phänomene in 
größerer Breite zu erhalten. Obgleich sie meist der quantitativen Perspektive 
zugerechnet werden, können sie auch in qualitativen Untersuchungen genutzt 
werden (z. B. die schriftliche offene Befragung; vgl. Hussy et. al. 2010, S. 225). 
Dabei sind die Fragestellungen häufig so, dass die Testpersonen ihre Gedanken 
frei äußern können, so dass sie in gewisser Weise die Antworten, die sie in einem 
Interview geben würden, nun aufschreiben müssen. Offene Fragen werden auch 
z. T. mit geschlossenen Fragen kombiniert. Beim hier genutzten Test variiert der 
Grad der Offenheit von Aufgabe zu Aufgabe (s. u.).  
Aufgrund eines iterativen Forschungsprozesses und im Einklang mit einem For-
schungsvorhaben, das versucht, konsequent die Lernenden-, die Fachperspektive 
und die didaktische Strukturierung aufeinander zu beziehen (vgl. Abschnitt 2.2 
zu den Phasen, die diesem Dissertationsprojekt zugrunde liegen) wurde der Test 
in mehreren Durchgängen optimiert: Durch die Erkenntnisse aus vorangehenden 
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Testversionen und halbstandardisierten klinischen Partnerinterviews wurden 
einige Aufgaben sowohl sprachlich als auch inhaltlich überarbeitet und wieder 
andere ausgelassen und z. T. durch neue Aufgaben ersetzt. Die Vorgängerversio-
nen werden hier nicht dargestellt. Allerdings werden hin und wieder besonders 
bemerkenswerte Produkte von Lernenden aus den Vorgängerversionen (und einer 
Nachtestversion) des Haupttests zur Illustration und Ergänzung der beobachteten 
Phänomene herangezogen, um ein möglichst umfassendes Bild zur Beantwor-
tung der Forschungsfragen zeichnen zu können.  
Der Haupttest setzt sich aus sieben Aufgaben (darunter auch eine ausgewiesene 
„Knobelaufgabe“) zusammen, von denen vier vertieft ausgewertet wurden. 
Da das Forschungsinteresse am Test trotz des Blicks in die Breite auch vor allem 
qualitativ ist und der Rekonstruktion subjektiver Denkweisen und Strukturierun-
gen dient, werden im Folgenden dieselben methodologischen Kriterien von 
Lamnek (2005) wie für die Verortung der Interviewstudie herangezogen (vgl. 
Abschnitt 2.3.1). Ergänzt werden diese Kriterien durch Kriterien zur Einordnung 
von Aufgaben nach Sundermann / Selter (2006). 
Das Kriterium der Explikation wird in der vorliegenden Arbeit für die schriftli-
che Erhebung durch die Kriterien Offenheit und Informativität zur Analyse von 
Aufgaben erfüllt (vgl. Sundermann / Selter 2006, S. 74 ff.): Die Fragen sind in 
einer schriftlichen Erhebung zwar notwendigerweise fest vorgegeben und umfas-
sen damit spezielle, festumschriebene Phänomene. Allerdings kann ein gewisser 
Grad an Offenheit erreicht werden, z. B. im Hinblick auf das Ergebnis: Neben 
Aufgaben, zu denen es ein eindeutiges Ergebnis gibt (z. B. die Zahllösungen zu 
Aufgabe 2), werden Aufgaben eingesetzt, bei denen das Ergebnis nicht eindeutig 
vorgegeben ist. So können z. B. für die Aufgaben 3 und 4 (Ergänzen eines flä-
chigen Teils zum Ganzen) verschiedene Realisierungen vorgenommen werden. 
Damit ist eine weitgehende Offenheit erreicht.  
Das Kriterium der Informativität wird in der Aufgabenformulierung berücksich-
tigt. Die Schülerinnen und Schüler sind bei ihren Antworten nicht auf vorgege-
bene Antwortformate wie etwa beim Multiple-Choice-Verfahren festgelegt: In-
formative Aufgaben lassen verschiedene Lösungswege zu bzw. fordern diese 
explizit ein, wie z. B. Aufgabe 2 (Zeichnungen / Erläuterungen der Lösung).  
In die Konzipierung des Tests sind entsprechend wie bei der Konzipierung der 
Interviewaufgaben (vgl. Abschnitt 2.3) theoretische Konzepte eingeflossen.  
Die Perspektive der Befragten ist nur bedingt gegeben; durch die Pilotierung des 
Tests konnten mögliche Schwierigkeiten und Verständnisprobleme bei der Bear-
beitung zwar z. T. antizipiert werden, allerdings ist dies nicht individuell für 
jeden Schüler / jede Schülerin möglich. Dadurch, dass es sich um eine schriftli-
che Erhebung handelt, sind Rück- und Verständnisfragen zu den Aufgaben durch 



 2 Hintergrund und Realisierung des Forschungsdesigns 92

die Schülerinnen und Schüler während der Testdurchführung nur bedingt mög-
lich. 
Die Forscherin ist zunächst nicht in den eigentlichen Prozess des Testverfahrens 
involviert. Die Teilnahme am Prozess geschieht allerdings über die Festlegung 
der Durchführung und der erlaubten Hilfestellungen, die bei Bedarf gegeben 
werden dürfen. 
Nachfolgend werden die Rahmenbedingungen und die Durchführung der Paper-
Pencil-Test-Studie dargestellt. 

2.4.2 Paper-Pencil-Test-Studie:  
Rahmenbedingungen und Durchführung 

Der schriftliche Test wurde in acht Klassen der Jahrgangsstufe 7 an fünf Schulen 
verschiedener Schultypen in Nordrhein-Westfalen im Herbst / Winter 2009 
durchgeführt. Insgesamt nahmen 180 Schülerinnen und Schüler teil. Aus dieser 
Gruppe musste eine Klasse aus der Wertung genommen werden, da hier die Um-
stände der Testerhebung nicht genügend methodisch kontrolliert werden konnten. 
Damit ergibt sich für die vorliegende Auswertung eine Stichprobe von 153 Schü-
lerinnen und Schülern.  
Die Wahl fiel auf eine Erhebung in Klasse 7, da bis zu diesem Zeitpunkt im All-
gemeinen wesentliche Inhalte zu Brüchen im Unterricht behandelt worden sind. 
Zu diesen Inhalten gehören Erfahrungen mit verschiedenen Grundvorstellungen 
zu Brüchen und Operationen sowie die syntaktische Durchführung von Operati-
onen wie Addition und Subtraktion (vgl. Ministerium für Schule, Jugend und 
Kinder des Landes Nordrhein-Westfalen 2004, S. 8 f.). Durch die Befragung der 
Fachlehrerinnen und -lehrer wurde darüber hinaus eine grobe Einschätzung der 
Aufgaben des Tests durch die Lehrpersonen erhoben. Dabei wurden die in dieser 
Arbeit vertieft ausgewerteten Aufgaben inhaltlich als bekannt angegeben (bis auf 
eine Klasse, in der Item 2c als unbekannt angegeben wurde; dort fanden aller-
dings auch fünf Lernende die richtige Zahllösung). 
Die Testdurchführung selbst wurde von Studierenden vorgenommen, die in die 
Vorgehensweisen bei der Datenerhebung spezifisch eingewiesen wurden. Für den 
Test wurde insgesamt ein Zeitrahmen von 45 Minuten festgelegt.  

2.5 Datenauswahl für die vertiefte Analyse 
In diesem Abschnitt wird die Auswahl der Daten für die vertiefte Analyse darge-
stellt und begründet. Dies wird sowohl für die Items der schriftlichen Erhebung 
als auch für die Interviewepisoden vorgenommen. 
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Der Test im Originallayout, die Interviewaufgaben und die Transkripte sowie 
Transkriptionsregeln werden in der vorliegenden Arbeit nicht vollständig abge-
druckt, können aber bei der Autorin angefragt werden. 

2.5.1 Auswahl der Interviewepisoden für die vertiefte Analyse 
Für die vertiefte Analyse wurden mehrere längere Episoden aus den Interviews 
mit drei Paaren von Schülerinnen und Schülern ausgewählt: Interview I-5 
(Ramona und Jule), Interview I-8 (Simon und Akin) sowie Interview I-10 (Mela-
nie und Laura). Die Ergebnisse der Analyse werden in den Kapiteln 7 und 8 
detailliert dargestellt: Dabei werden die Analysen nicht zusammenhängend, dem 
Interviewverlauf folgend, chronologisch dargestellt. Vielmehr richtet sich die 
Darstellung nach den in den Interviews bearbeiteten inhaltlichen Aspekten zum 
Umgang mit Brüchen. Damit stellt die Aufgabenebene die Analyseeinheit dar. 
Um die Chronologie der Interviews dennoch zu erhalten, werden im Folgenden 
die Gesamtverläufe dieser drei Interviews dargestellt: 

Interview I-5: Ramona und Jule 
Ramona und Jule verfügen über gute Kenntnisse zu Brüchen. Sie können sehr 
gut ihre Gedanken und Ideen verbalisieren und ausargumentieren. Dabei gehen 
sie sehr reflektiert vor.  
Das Interview, aus dem die Episode zur Aufgabe Ergänzen zum Ganzen (Quad-
rat) vertieft analysiert wurde, umfasst insgesamt ca. 28:49 Minuten (Zeitdiffe-
renzen kommen durch Überleitungen zwischen den einzelnen Episoden zu Stan-
de): Die erste Episode des Interviews stellt die Bearbeitung der Bonbonaufgabe I 
dar, bei der der Teil bzw. Anteil von einem diskreten Ganzen bestimmt werden 
soll. Diese umfasst ca. 10:40 Minuten und endet in der erfolgreichen Lösung der 
Aufgabe. Im Anschluss wird die in Abschnitt 7.6.1 vertieft ausgewertete Aufgabe 
Ergänzen zum Ganzen (Quadrat) bearbeitet (ca. 10:44 Minuten). Hier soll zeich-
nerisch das Ganze zu vorgegebenem Teil und Anteil bestimmt werden. Dieser 
Episode folgt die Bearbeitung der Aufgabe Merves Problem, in der über den 
Zusammenhang von Teil, Anteil und Ganzem argumentiert werden soll (ca. 6:15 
Minuten). Diese Aufgabe lösen die Mädchen nicht vollständig. 

Interview I-8: Simon und Akin 
Simon und Akin verfügen beide im Umgang mit Brüchen über solide Kenntnis-
se. Vor allem Simon kann seine Gedanken gut verbalisieren. Zum Zeitpunkt des 
Interviews haben die Jungen bereits einige unterrichtliche Lerngelegenheiten zu 
Brüchen gehabt (vgl. Abschnitt 2.3.2). Aus dem Interview, das ca. 48:31 Minuten 
dauert, wurden vier Aufgaben für eine vertiefte Analyse ausgewählt: 
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Das Interview beginnt mit der in Abschnitt 7.3.1 vertieft ausgewerteten Bon-
bonaufgabe I (ca. 11:45 Minuten). Dieser folgt die ebenfalls vertieft ausgewerte-
te Aufgabe Ergänzen zum Ganzen (Quadrat), für deren Bearbeitung die Jungen 
ca. 8:09 Minuten benötigen (vgl. Abschnitt 7.6.2). Im Anschluss bearbeiten sie 
eine ähnliche Aufgabe, bei der im linearen Modell (Strecke) ein Teil zeichnerisch 
zum Ganzen ergänzt werden muss (ca. 9:03 Minuten). Abschließend lösen sie die 
beiden in den Abschnitten 8.2 bzw. 7.3.2 vertieft ausgewerteten Aufgaben 
Merves Problem (Quadrat) sowie die Bonbonaufgabe II. Die Bearbeitung dieser 
beiden Aufgaben dauert ca. 7:00 bzw. ca. 11:45 Minuten. Die Tatsache, dass die 
Bonbonaufgabe II erst zum Schluss des Interviews bearbeitet wird, ergibt sich 
daraus, dass es sich hierbei um eine schwierigere und mathematisch weitreichen-
dere Aufgabe handelt. 

Interview I-10: Laura und Melanie 
Laura und Melanie sind zwei gute Schülerinnen, die ihre Gedanken und Überle-
gungen sehr gut mündlich verbalisieren können. Auch im Umgang mit Brüchen 
verfügen beide über solide Kenntnisse. Aus dem Interview, das ca. 38:06 Minu-
ten dauert, wurden insgesamt drei Aufgaben für eine vertiefte Analyse ausge-
wählt: 
Als erstes bearbeiten die Schülerinnen die in Abschnitt 7.3.3 vertieft ausgewerte-
te Bonbonaufgabe I (ca. 6:20 Minuten) sowie die in Abschnitt 7.6.3 ebenfalls 
vertieft ausgewertete Aufgabe Ergänzen zum Ganzen (Quadrat). Für die Bearbei-
tung der zweiten Aufgabe benötigen Laura und Melanie ca. 10:51 Minuten. An 
diese Aufgabe schließt sich die Bearbeitung der Aufgabe Merves Problem 
(Quadrat) an (ca. 12:14 Minuten): Die Mädchen können hier zwar zu den Antei-
len richtig argumentieren, führen allerdings die Entscheidung über die Richtig-
keit der Lösung letztendlich auf die Interpretation der Aufgabenstellung zurück. 
Als letztes bearbeiten die Mädchen die Bonbonaufgabe II (ca. 7:02 Minuten), die 
in Abschnitt 7.3.4 vertieft analysiert wird. 

Zwischen Individualität und größerer Breite 
Ein Schwerpunkt liegt auf den Interviews mit Akin und Simon bzw. Laura und 
Melanie, welche fast vollständig am Transkript vertieft analysiert wurden. Diese 
vertieften Analysen werden gelegentlich durch das Heranziehen von kurzen 
Episoden aus anderen Interviews an geeigneten Stellen ergänzt bzw. gestützt.  
Die Auswahl der drei vertieft analysierten Interviews begründet sich zum einen 
in der beobachtbaren Vielfalt der für das Forschungsvorhaben relevant erschei-
nenden Phänomene, zum anderen in der Kommunikativität der Lernenden: Alle 
drei Paare können sehr gut ihre Gedanken und Überlegungen verbalisieren. Da-
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bei handeln sie auch häufig ohne Impuls der Interviewerin ihre Bearbeitungen 
miteinander aus. Durch die Konzentration auf zwei Interviews können Bearbei-
tungsprozesse über mehrere Aufgaben hinweg betrachtet werden. Dies ist für den 
Forschungsfokus relevant, denn somit werden Bearbeitungen über verschiedene 
Konstellationen und verschiedene Qualitäten vom Ganzen durch ein Interview-
paar beobachtbar und vergleichbar. Gleichzeitig können Prozesse von unter-
schiedlichen Paaren miteinander verglichen werden. Die so entstehenden Inter-
views ermöglichen daher vielfältige Einblicke in individuelle Vorstellungen von 
Lernenden. 
Über die individuellen Bearbeitungsprozesse einzelner Interviewpaare hinausge-
hend verweisen die Interviews auch auf allgemeinere Phänomene im Hinblick 
auf den Forschungsfokus: Die Auswahl der Interviews erfolgte – wie auch die 
sich anschließende vertiefte Datenauswertung – durch eine Verschränkung von 
Test- und Interviewdaten (vgl. allgemein Abschnitt 2.1.2; für die Darstellung der 
Datenauswertung Abschnitt 2.7.2). Einige Interviewepisoden zeigen dabei auch 
Phänomene auf, die sich in den schriftlichen Bearbeitungen in größerer Breite 
nachweisen lassen und können damit als mögliche Erklärungsansätze für die 
schriftlichen Produkte hinzugezogen werden. Damit ist die mögliche Verschrän-
kung und Vergleichbarkeit der Analyse mit den vertieft ausgewerteten Testitems 
ein weiteres Auswahlkriterium für die Interviewepisoden. 

Überblick über die vertieft ausgewerteten Interviewaufgaben 
In den zwölf Interviews wurde je eine Auswahl aus insgesamt neun Aufgaben 
eingesetzt, von denen vier im Rahmen der Analysen der Episoden vertieft aus-
gewertet wurden. Dabei unterscheiden sich einzelne der neun Interviewaufgaben 
teilweise z. B. lediglich in der Art des vorgegebenen Teils (z. B. Dreieck oder 
Quadrat beim Ergänzen zum Ganzen).  
Aus den Erfahrungen mit den Interviewaufgaben wurden z. T. Konsequenzen für 
die Formulierung der Testaufgaben gezogen. Daher unterscheiden sich Test- und 
Interviewaufgaben in einigen Details. Eine Übersicht über die vertieft analysier-
ten Interviewaufgaben gibt Abb. 2-1.  
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Aufgabe I1: Bonbonaufgabe I
Ole und Pia haben zusammen 16 Orangenbonbons. Ole hat 6 Orangenbonbons.  
Er behauptet:  
 
 

Kann das stimmen? Wie viele Bonbons sind denn von 16 Bonbons? Wenn es nicht stimmt: 

Wie viele Bonbons müssten Ole und Pia zusammen haben, damit Oles 6 Bonbons aller 

Bonbons sind? Wie viele Bonbons müssten die beiden haben, damit Oles 6 Bonbons von 
allen Bonbons wären? 

Aufgabe I2: Bonbonaufgabe II (nur mündlich gestellt)

Wenn die 6 Bonbons, die Ole hat, von allen Bonbons sind, die Ole und Pia zusammen 
haben, wie viele Bonbons haben die beiden zusammen? 

Aufgabe I3: Ergänzen zum Ganzen (Quadrat)
Das ist ein Drittel:             
 
Wie könnte dann die komplette Form aussehen? 

Jetzt ist es ein Viertel / ein Sechstel 
 
Wie könnte jetzt das Ganze aussehen? 

Aufgabe I4: Merves Problem
Merve findet die Aufgabe doof:  
 
 
 
 
 

 

Sie hat die Aufgabe so gelöst: 
Was sagst du zu Merves Lösung?  
Was hat sie sich gedacht? Was würdest du ihr sagen?  
Hat sie die Aufgabe richtig gelöst? 

                           

Abb. 2-1: Überblick über die vertieft ausgewerteten Interviewaufgaben  
  

1
4

1
4
1
8

2
3

Ich habe von unseren Bonbons. 1
4

Aber das macht doch keinen Sinn! Die Aufgabe ist doch total doof! Das kann doch 

gar nicht sein, dass das Quadrat da gleichzeitig ein Drittel und ein Sechstel ist! Die 

Stücke sind doch beide Male gleich groß…. Und 6
1 ist doch immer kleiner als 3

1 , 

oder nicht?! 

(Bildrechte (Ole und Merve) Cornelsen-Verlag) 
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2.5.2 Auswahl der Test-Items für die vertiefte Analyse  
Für die Auswahl der vertieft ausgewerteten Test-Items waren folgende Kriterien 
handlungsleitend: 
Bearbeitungshäufigkeit der Aufgaben: Für die Analyse wurden die Aufgaben 
ausgewählt, bei denen die Mehrheit der Schülerinnen und Schüler zumindest zu 
einem Teilbereich Bearbeitungen vorgenommen haben. Dahinter steckt die Ent-
scheidung, dass für eine Beschreibung von Denk- und Bearbeitungswegen von 
Lernenden keine Aufgaben in die vertiefte Analyse einbezogen werden sollten, 
die diese vielleicht nicht von der Aufgabenstellung her verstanden haben (oder 
für die sie nicht genügend Bearbeitungszeit hatten). 
Möglichkeit der Bezugnahme auf Ergebnisse der Interviews: Aufgrund der beab-
sichtigten Verschränkung mündlicher Daten (Bearbeitungsprozessanalyse vor der 
unterrichtlichen Behandlung) und schriftlicher Daten (Dokumentation von Lern-
ständen nach der unterrichtlichen Behandlung), sollten die vertieft ausgewerteten 
Daten vom mathematischen und inhaltlichen Kern möglichst vergleichbar sein 
(s. a. Abschnitt 2.5.1).  
Bearbeitung der Aufgaben im Hinblick auf deren intendierten mathematischen 
Kern: Zu einigen Aufgaben haben viele Lernende kreative Lösungen formuliert 
bzw. die Aufgabenstellung vermutlich anders verstanden, als diese intendiert war. 
Zum Zwecke der Beschränkung auf das Wesentliche wird daher auf die aufwän-
dige Auswertung dieser Aufgaben in den Kapiteln 4 bis 8 verzichtet.  
Nachfolgend in Abbildung 2-2 werden die vertieft ausgewerteten Testaufgaben 
abgedruckt.  
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Aufgabe 1
a)  Färbe zuerst 1

4 vom Kreis in blau.  
b)  Färbe dann noch 1

6 vom Kreis in einer anderen Farbe.  

c)  Welchen Bruchteil vom Kreis hast du insgesamt gefärbt?   Antwort: _____ 
Aufgabe 2                                        Simon, Tugba und Melanie haben sich Bonbons gekauft. 
a)  Simon sagt: Wie viele Bonbons hat Simon geges-

sen? Erkläre, wie du das herausfin-
dest und zeichne ein Bild dazu.  

b)  Tugba sagt: Wie viele Bonbons hat Tugba ge-
kauft? Erkläre, wie du das herausfin-
dest und zeichne ein Bild dazu.  

c)  Melanie sagt: 
 Wie viele Bonbons hat Melanie 

gekauft? Erkläre, wie du das heraus-
findest und zeichne ein Bild dazu.  

Aufgabe 3                                            In dieser Aufgabe kannst du ohne Lineal zeichnen. 
a)   Tobi und seine Freunde haben sich Erdbeer-Sahne-Kuchen gekauft. Tobis Stück ist 1

3    
       vom ganzen Kuchen. Unten hat er sein Stück aufgezeichnet.  
       Wie könnte der ganze Kuchen aussehen? Zeichne ihn!  
b)   Mara und ihre Freundinnen haben sich auch Erdbeer-Sahne-Kuchen gekauft. 
       Maras Stück ist vom ganzen Kuchen. Unten hat sie ihr Stück aufgezeichnet.  
      Es ist genauso groß wie Tobis Stück. Wie könnte der ganze Kuchen aussehen?  
      Zeichne ihn!  
c)   Tobi wundert sich:
 
 
 
 

Hilf Tobi: Wann ist  größer als ?  

Und wie kann das sein, dass hier die 
Stücke gleich groß sind? 
 

Aufgabe 4                                             In dieser Aufgabe kannst du ohne Lineal zeichnen. 
Das Dreieck unten ist ein Viertel. Wie könnte das Ganze aussehen? Zeichne es! 
 

Jetzt ist das Dreieck ein Achtel. Wie könnte das Ganze jetzt aussehen? Zeichne es!
 

Abb. 2-2: Übersicht über die vertieft ausgewerteten Testitems 
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Ich habe 6 Bonbons gegessen. 
6 Bonbons sind 1

4 von den   
Bonbons, die ich gekauft habe. 

Ich habe auch 6 Bonbons geges-
sen. 6 Bonbons sind 2

3 von den 
Bonbons, die ich gekauft habe. 

Komisch! Mein Kuchen ist genauso groß wie das

von Mara. Aber das geht doch gar nicht: 

 ist doch größer als ! Ich stelle mir das so vor:

1
3

1
6
1
3

1
6

Ich habe 8
5 von den Bonbons ge-

gessen, die ich gekauft habe. 
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2.6 Sachanalysen der vertieft ausgewerteten Aufgaben 
Im Folgenden werden die Sachanalysen zu den einzelnen Aufgaben dargestellt, 
um diese theoretisch vor dem in Kapitel 1 dargestellten Forschungsinteresse zu 
verorten: So elementar und geschlossen die Analysen auch erscheinen mögen, so 
facettenreich sind die tatsächlichen möglichen Lösungen hinsichtlich der akti-
vierten individuellen Vorstellungen, Darstellungen, strukturellen Betrachtungen 
und hergestellten Zusammenhänge. So kann es durchaus auch weitere individuel-
le Mischformen oder Strategien geben, wie zum Beispiel das unsystematische 
oder systematische Probieren verschiedener Zahlenkombinationen. Gerade Ler-
nende, für die die mathematischen Inhalte der Aufgaben neu sind, nähern sich 
der Lösung der Aufgaben auf ihren eigenen individuellen Wegen (wie die Aus-
wertungen in den Kapiteln 5 bis 8 ausführlich zeigen). Die hier dargestellten 
Lösungswege stellen daher nur Beispiele ohne Anspruch auf Vollständigkeit dar. 
Die Darstellung folgt der Reihenfolge der Aufgaben der schriftlichen Erhebung 
(d. h. in 2.6.1 wird Aufgabe 1 dargestellt, in 2.6.4 Aufgabe 4). Sich entsprechen-
de Testitems und Interviewaufgaben werden jeweils gemeinsam analysiert. 
Die Analyse der Aufgaben orientiert sich an dem in Kapitel 1 entwickelten theo-
retischen Rahmen, indem sowohl die Konstellation als auch die Qualität des 
Ganzen berücksichtigt wird. Der Fokus der Analyse liegt auf dem Nutzen und 
Herstellen der Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem und dem 
damit verbundenen Bilden von Einheiten (vgl. auch das conceptual analytic 
model für die vertiefte Analyse der Interview- und Testdaten in Abschnitt 2.1 
bzw. 2.7). 

2.6.1 Einzeichnen bzw. Ablesen von Anteilen bzw. Teilen im Kreis  
In Aufgabe 1 (vgl. Abb. 2-3) geht es um die Konstellationen I bzw. II (vgl. Ab-
schnitt 1.7): die Identifizierung und das Einzeichnen von zwei vorgegebenen 
Anteilen (beides Stammbrüche) in einen in 12 gleich große Stücke unterteilten 
Kreis (Items 1a und 1b) bzw. das Ablesen des auf diese Weise insgesamt gefärb-
ten Anteils vom Kreis (Item 1c).  
Diese Aufgabe ist eine leicht veränderte Version einer Aufgabe, die bereits in 
anderen Untersuchungen eingesetzt worden ist (vgl. z. B. Hasemann 1981, 
1986a, Wartha 2007). Dabei hat sich diese Aufgabe in den Untersuchungen von 
Hasemann als eine  

„Schlüsselaufgabe zur Überprüfung des Verständnisses der Schüler erwiesen, 
und zwar sowohl im Hinblick auf die Rechenoperation ¸Addition von Bruch-
zahlen‘ im Vergleich mit dem Zusammenfügen von Bruchteilen als auch im 
Hinblick auf die Vorstellungen der Schüler von den Brüchen (Herstellen eines 
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Bruchteiles bei gegebenem Bruch und Erkennen des dargestellten Bruchteiles 
aus der gefärbten Kreisfigur).“ (Hasemann 1986a, S. 20). 

Den Schülerinnen und Schülern steht zum Lösen dieser Aufgabe keine auswen-
dig gelernte Regel zur Verfügen, wie es z. B. bei Kalkülaufgaben in der Regel 
der Fall ist (vgl. Hasemann 1986a). Im Hinblick auf die Diagnose von Lernstän-
den lässt sich die Aufgabe als eine verstehensorientierte Aufgabe mit relativ 
offenem Lösungsweg (bezogen auf die Items 1a und 1b) charakterisieren.  
 

Aufgabe 1                                              
a)  Färbe zuerst 1

4 vom Kreis in blau.  

b)  Färbe dann noch 1
6 vom Kreis in einer anderen Farbe.  

c)  Welchen Bruchteil vom Kreis hast du insgesamt gefärbt?   Antwort: _____ 

Item Konstellation gegebene Komponenten Schema

1a I 
Teil gesucht 

Anteil 
1/4 

Ganzes 
 
 

kontinuierlich 
strukturiert  

1b I 
Teil gesucht 

Anteil 
1/6 

Ganzes 
 
 

kontinuierlich 
strukturiert  

1c II 
Anteil gesucht 

Teil 
5 

kontinuierlich 
strukturiert 

Ganzes 
 
 

kontinuierlich 
strukturiert  

Abb. 2-3: „Steckbrief“ für Test-Aufgabe 1: Verortung innerhalb des Theorierahmens 
 

Das Ganze in den Items 1a bzw. 1b ist ein in 12 gleichgroße Segmente unterteil-
ter Kreis; d. h. es handelt sich um ein (intern) strukturiertes kontinuierliches 
Ganzes. Durch die Einteilung des Ganzen kann dieses potenziell in kleinere 
Einheiten „zerbrochen“ werden. In Item 1a soll vom gesamten Kreis der zum 
Anteil 1/4 gehörige Teil identifiziert und eingezeichnet werden; in Item 1b soll 
analog für den Anteil 1/6 vorgegangen werden. Beide Items erfordern somit 
einen Übersetzungsprozess vom symbolischen Ausdruck hin zur graphischen 
Darstellung.  
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Für das Identifizieren des Teils kann der Kreis auf unterschiedliche Arten struk-
turiert werden, die sich im Hinblick auf das Nutzen der in der Kreisfigur ange-
legten Strukturen unterscheiden. Im Folgenden werden verschiedene Wege zur 
Bearbeitung von Item 1a bzw. 1b dargestellt. Dabei wird die in Kapitel 1 vorbe-
reitete Sprache und Analysebrille (conceptual analytic model) im Hinblick auf 
die Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem genutzt: 

Weg 1 für Item 1a und 1b:  
Einheiten nutzen – das Ganze diskret sehen 
Der Fokus kann auf die Einteilung des Kreises, d. h. die Struktur des Ganzen, 
gelegt werden. Dabei ergeben die 12 Kreissegmente zusammen das Ganze und es 
steht nicht die kontinuierliche Einheit des Kreises im Vordergrund, sondern die 
durch die Struktur entstehenden Stücke als Einheiten: Der Kreis wird deutbar als 
Gruppe diskret gedachter Kreissegmente (Interpretation 2 eines kontinuierlichen 
strukturierten Ganzen; vgl. Abschnitt 1.5.2).  
Der Anteil kann dann auf die Gesamtanzahl der Kreissegmente bezogen werden: 
Damit kann die Anzahl der relevanten einzufärbenden Kreissegmente für das 
Viertel beispielsweise durch die Rechnung 1/4 · 12 berechnet werden. Hierbei 
wird der Anteil relativ auf ein Ganzes bezogen, das aus mehreren Teilen besteht. 
Analog kann auch für den Anteil 1/6 vorgegangen werden. Als eine weitere ähn-
liche Umsetzung ist die Übersetzung des Problems „Wie viel ist 1/4 von 12?“ in 
die Divisionsaufgabe 12 : 4 möglich (für 1/6 entsprechend). 
Eine weitere Lösung, die die 12 Teile nutzt, besteht darin, den Bruch 1/4 (bzw. 
entsprechend 1/6) zu übersetzen als „jeder vierte“ bzw. „jedes vierte Segment“ 
(Grundvorstellung vom Bruch als Quasiordinalzahl bei Malle 2004) und so ab-
zählend zu dem Ergebnis 3 zu gelangen. Dabei kann zum einen die reine Zahl-
reihe genutzt werden (jede vierte Zahl merken, die Anzahl dieser Zahlen durch-
zählen und anschließend entsprechend viele Kreissegmente färben) als auch 
direkt in der Zeichnung jedes vierte Segment markiert werden, so dass unzu-
sammenhängende Viertel entstehen können. Noch ein anderer Lösungsansatz 
besteht darin, den Anteil 1/4 (bzw. 1/6) auf 3/12 (bzw. 2/12) zu erweitern. Bei 
dieser Lösung liegt der Fokus eher auf der Erhaltung eines Verhältnisses (z. B. 
auf Zahlebene zwischen Zähler und Nenner des Bruches). 

Weg 2 für Item 1a und 1b:  
Einheiten wegdenken – das Ganze kontinuierlich sehen 
Bei 1/4 handelt es sich um einen in der Alltagswelt der Schülerinnen und Schüler 
geläufigen Bruch, der im Kreis die Aktivierung einer gewissermaßen prototypi-
schen (eventuell auswendig gelernten, spontanen) Vorstellung ermöglicht. So 
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kann bei der Strukturierung des Kreises beispielsweise in Assoziation an die 
meist runde Form eines Zifferblatts einer Uhr an die Einteilung einer Stunde in 
Viertelstunden gedacht werden. Diese Struktur kann dann auf den vorgegebenen 
Kreis übertragen werden, ohne dass die interne Einteilung des Kreises berück-
sichtigt werden müsste (s. a. Hasemann 1986a). Dabei wird der Anteil wie auf 
ein kontinuierliches Ganzes bezogen gedeutet (vgl. Abschnitt 1.5.2).   
Für das Einzeichnen von 1/6 des Kreises (Item 1b) sind die für 1/4 bereits disku-
tierten Strategien zwar grundsätzlich auch denkbar, sie sind jedoch teilweise 
schwieriger durchzuführen: Für 1/6 existieren in der Regel keine so direkten und 
unmittelbaren mentalen Repräsentationen im Kreis (von einer Sechstelstunde 
spricht man im Allgemeinen nicht). Somit ist das Einzeichnen von 1/6 mit der 
Vorstellung des Bruchs als Teil eines (kontinuierlichen) Ganzen schwieriger als 
für 1/4.  
Im Einzelfall kann bei alleiniger Betrachtung der schriftlichen Endprodukte ohne 
eine Rückfrage an den Verfasser / die Verfasserin nicht entschieden werden, 
welcher der beiden Sichtweisen auf den Kreis die der konkreten Zeichnung zu-
grunde liegende Strategie zuzurechnen ist. Dennoch weisen einige Dokumente 
Elemente auf, die (immer noch mit einer interpretativen Unschärfe behaftet) eher 
für die eine oder andere Perspektive sprechen.  

Item 1c: Ablesen eines Anteils  
In Item 1c wird der entgegengesetzte Übersetzungsprozess zwischen graphischer 
Darstellung und symbolischem Ausdruck gefordert: Hier muss der vom Kreis 
gefärbte Anteil abgelesen werden. Um das Ergebnis 5/12 zu bestimmen, bietet es 
sich an, die interne Struktur des Kreises zu berücksichtigen und abzählend zur 
Lösung zu gelangen: So können 12 Kreissegmente als Ganzes identifiziert wer-
den. Von diesen 12 Segmenten sind als Summe aus den beiden Items 1a und 1b 
bei richtiger Lösung insgesamt fünf Segmente gefärbt, d. h. ergeben zusammen 
den Teil, der auf das Ganze bezogen werden muss. Damit muss als zusätzliche 
Leistung die Addition von Flächen als für die Aufgabe relevant erkannt werden, 
d. h. die Tatsache, dass beide gefärbten Teile aus 1a und 1b zusammen den Teil 
ergeben, für den nun nach dem zugehörigen Anteil gefragt wird. Die Beziehung 
zwischen Teil und Ganzem kann somit mit dem Anteil 5/12 ausgedrückt werden.  
Schließlich ließe sich das Ergebnis der Aufgabe auch rein rechnerisch lösen: 
Hierzu müsste von der bildlichen komplett in die symbolische Ebene über ge-
wechselt werden. Dann ergibt sich der gefragte Anteil als rechnerisch bestimmte 
Summe der beiden Brüche 1/4 und 1/6. Ergebnisse empirischer Studien zeigen 
jedoch, dass dieser Weg in der Praxis eher nicht zu erwarten ist, da Lernende im 
Allgemeinen kaum eine Verbindung zwischen dem Term und der zeichnerischen 
Repräsentation herstellen (siehe z. B. Hasemann 1981, 1986a).  
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2.6.2 Bestimmen des Teils bzw. des Ganzen für Mengen  
Bei den Interviewaufgaben I1 / I2 und der Testaufgabe 2 (vgl. Abb. 2-4 und 2-5) 
geht es um die Konstellationen I bzw. III (vgl. Abschnitt 1.7): die Bestimmung 
des Teils zu einem diskreten Ganzen und einem (Nicht-)Stammbruch-Anteil 
(Aufgabe I1 und Item 2a) bzw. die Bestimmung des Ganzen zu einem diskreten 
Teil und (Nicht-)Stammbruch-Anteil (Aufgabe I1, I2 und Items 2b, 2c). Item 2c 
entspricht strukturell Item 2b (entsprechend: Teile von I1, I2). Der Unterschied 
besteht darin, dass der Anteil kein Stammbruch ist. Es ergeben sich dennoch 
ähnliche Lösungswege.  
Die Aufgabe stellt überwiegend eine Standardaufgabe dar und erscheint insge-
samt geschlossen (sowohl auf den Ausgangszustand als auch auf das Ergebnis 
bezogen). Allerdings sorgt der Auftrag zur Beschreibung des Rechenwegs wie 
auch zum Anfertigen eines erklärenden Bildes für eine Öffnung der Aufgabe: 
Auf diese Weise können Schülerinnen und Schüler ihre eigenen Wege explizie-
ren (vgl. das Kriterium der Informativität nach Sundermann / Selter 2006, S. 79 
ff.).  
Die Testversion (Abb. 2-5) unterscheidet sich in mehreren Punkten von der ur-
sprünglichen Interviewversion (Abb. 2-4) der Aufgabe: Da die interviewten 
Schülerinnen und Schüler sich im regulären Unterricht bis zum Zeitpunkt der 
Interviews fast ausschließlich mit Verteilungssituationen auseinandergesetzt und 
aus diesem Grunde noch keine systematischen Erfahrungen mit diskreten Gan-
zen (wie hier durch die Bonbons repräsentiert) im Unterricht gemacht hatten, 
wurden als Anteile einfache Stammbrüche gewählt. Im Vergleich zu den Schüle-
rinnen und Schülern, die an dem Test teilgenommen haben, handelte es sich für 
sie um eine Erarbeitungsaufgabe, für deren Lösung sie nicht bereits über fertige 
Verfahren verfügten (vgl. Abschnitt 1.1.2 und 2.1.1 zur Begründung der Betrach-
tung von Lernständen und Bearbeitungsprozessen).  
Die Testversion wurde zunächst sprachlich deutlich einfacher gestaltet. Darüber 
hinaus wurde das Bestimmen eines Nicht-Stammbruch-Anteils von einer Gruppe 
aufgenommen (Item 2a). Dafür wurde auf den zweiten Stammbruch-Anteil der 
Interviewversion verzichtet. Die Aufforderung zum Anfertigen einer Zeichnung 
wurde explizit in die Aufgabenstellung aufgenommen, da sich das beim Zeich-
nen notwendige Strukturieren der Situation in den Interviews als hilfreich erwies 
(vgl. Abschnitt 7.3). Die Bonbonaufgabe II wurde im Interview nur mündlich 
gestellt. 
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Aufgabe I1: Bonbonaufgabe I
Ole und Pia haben zusammen 16 Orangenbonbons. Ole hat 6 Orangenbonbons.  
Er behauptet:  
 
 

Kann das stimmen? Wie viele Bonbons sind denn von 16 Bonbons?  

Wenn es nicht stimmt: Wie viele Bonbons müssten Ole und Pia zusammen haben, damit Oles 
6 Bonbons aller Bonbons sind? Wie viele Bonbons müssten die beiden haben, damit Oles 6 

Bonbons von allen Bonbons wären?  
Aufgabe I2: Bonbonaufgabe II (nur mündlich gestellt)

Wenn die 6 Bonbons, die Ole hat, von allen Bonbons sind, die Ole und Pia zusammen 
haben, wie viele Bonbons haben die beiden zusammen? 
Item Konstellation gegebene Komponenten Schema

I1.1 I 
Teil gesucht 

Anteil 
1/4 

Ganzes 
16 

diskret 
 

I1.2 
III 

Ganzes 
gesucht 

Teil 
6 

diskret 
Anteil 

1/4 

 

I1.3 
III 

Ganzes 
gesucht 

Teil 
6 

diskret 
Anteil 

1/8 

 

I2 
III 

Ganzes 
gesucht 

Teil 
6 

diskret 
Anteil 

2/3 

 
Abb. 2-4: „Steckbrief“ Interview-Aufgabe I1 / I2:  

Verortung innerhalb des Theorierahmens 

1
4

1
4

1
8

2
3

Ich habe 1
4 von unseren Bonbons. 

(Bildrechte (Ole) Cornelsen-Verlag) 
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Aufgabe 2                                          Simon, Tugba und Melanie haben sich Bonbons gekauft. 
a)  Simon sagt: Wie viele Bonbons hat Simon ge-

gessen? Erkläre, wie du das heraus-
findest und zeichne ein Bild dazu.  

b)  Tugba sagt: Wie viele Bonbons hat Tugba ge-
kauft? Erkläre, wie du das herausfin-
dest und zeichne ein Bild dazu.  

c)  Melanie sagt: 
 Wie viele Bonbons hat Melanie 

gekauft? Erkläre, wie du das heraus-
findest und zeichne ein Bild dazu.  

Item Konstellation gegebene Komponenten Schema

2a I 
Teil gesucht 

Anteil 
5/8 

Ganzes 
16 

diskret 

 

2b 
III 

Ganzes 
gesucht 

Teil 
6 

diskret 
Anteil 

1/4 

 

2c 
III 

Ganzes 
gesucht 

Teil 
6 

diskret 
Anteil 

2/3 

 
Abb. 2-5: „Steckbrief“ Test-Aufgabe 2: Verortung innerhalb des Theorierahmens 

 
Im Folgenden werden aufgrund der übertragbaren mathematischen Struktur nur 
die Sachanalysen der Testaufgaben dargestellt, da diese auch eine gute Basis für 
die Analyse der konkreten Lösungen der Lernenden darstellen: Es werden ohne 
Anspruch auf Vollständigkeit verschiedene Lösungswege beschrieben, wobei 
sich die Darstellung weitgehend an den im Test am häufigsten vorkommenden 
richtigen Wegen der Lernenden orientiert. 

Ich habe 6 Bonbons gegessen. 
6 Bonbons sind 1

4 von den   
Bonbons, die ich gekauft habe. 

Ich habe auch 6 Bonbons gegessen.

6 Bonbons sind 2
3 von den   

Bonbons, die ich gekauft habe.

Ich habe 5
8 von den Bonbons geges-

sen, die ich gekauft habe. 
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Weg 1 für Item 2a: Hochrechnen  
Bei diesem Weg wird der Anteil als Ausgangspunkt genutzt, um den Teil abzulei-
ten. Dabei werden zwei Brüche miteinander verglichen: Es wird von den 5/8 
ausgegangen. Zähler und Nenner werden mit derselben Zahl multipliziert. Die 
„Zielzahl“ für den Nenner ist dabei die vorgegebene 16, die für das Ganze steht, 
d. h. es wird das Ganze 8 auf 16 hochgerechnet. Die zugrunde liegende Idee ist, 
dass die Beziehung zwischen Teil und Ganzem der Beziehung zwischen Zähler 
und Nenner des Anteils entspricht (der Anteil kann selbst als Teil-Ganzes-
Relation gedeutet werden): 5 verhält sich zu 8 wie die unbekannte Bonbonanzahl 
x zu 16. Da die 8 mit 2 multipliziert wurde, um 16 zu erhalten, muss auch die 5 
mit 2 multipliziert werden, um den Wert für x zu erhalten. Das Ergebnis 10 ist 
der gesuchte Teil (vgl. Abb. 2-6).  
Bei diesem Weg steht somit eine Verhältnisgleichheit im Zentrum: Der Bruch 
10/16 ist äquivalent zu 5/8, da sich beide durch Hochrechnen ineinander überfüh-
ren lassen. Damit kann von der konkreten Objektebene auch auf eine Zahlbezie-
hungsebene abstrahiert werden (d. h. 10 und 16 stehen dann nicht für konkrete 
Bonbons, sondern die Zahlen werden erst anschließend wieder interpretiert). 
Darin kann für manche Lernende eine Schwierigkeit liegen (vgl. Abschnitt 7.3).  
Neben dieser Interpretation im Kontext des Hochrechnens kann 5/8 auch konkret 
als eine Menge mit 5 Elementen und eine Menge mit 8 Elementen gedeutet wer-
den (5 und 8 und nicht als 5 von 8), wobei beide Mengen zueinander in Bezie-
hung gesetzt werden. Syntaktisch entspricht Weg 1 das Erweitern des Anteils. 
 

                              
Abb. 2-6: Auf das neue Ganze hochrechnen 
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Weg 2 für Item 2a: Nutzen von Einheiten 
5/8 kann als Multiplikative Teil-Ganzes-Relation (Relativer Anteil) auf das Gan-
ze bezogen werden. Damit wird der Anteil nicht als eigenständige Teil-Ganzes-
Relation interpretiert, sondern auf 16, ein neues „äußeres“ Ganzes, bezogen. Das 
„von“ aus der Aufgabenstellung wird dann formal als „mal“ übersetzt. Die Rech-
nung, die damit syntaktisch durchgeführt wird, ist 5/8 · 16.  
 

                         
 

                            
 

 
Abb. 2-7: Das Ganze in Einheiten zerlegen und diese vervielfachen  

 
Neben dieser „einschrittigen“ Bezugnahme des Anteils auf das Ganze kann die-
ser auch zerlegt und schrittweise auf das Ganze angewendet werden. Bei dieser 
Vorgehensweise steht das Zerlegen und Bilden von Einheiten im Vordergrund 
(s. a. Abschnitt 1.6): Zunächst kann der zum Anteil gehörende Stammbruch ge-
nutzt werden. Dabei wird das vorgegebene Ganze in Einheiten zerlegt (d. h. 
syntaktisch wird durch den Nenner des Anteils geteilt). Anschließend wird eine 
dieser so erhaltenen Einheiten der Zahl im Zähler entsprechend vervielfacht. Auf 
diese Weise entstehen fünf Einheiten, die sich jeweils aus zwei Bonbons zusam-
mensetzen und insgesamt den gesuchten Teil ergeben (vgl. Abb. 2-7): Die zuge-
hörige Rechnung lautet 16 : 8 = 2 und 2 · 5 = 10.  
Eine zweite Möglichkeit der mehrschrittigen Lösung besteht darin, dass zunächst 
der Zähler des Anteils auf das ursprüngliche Ganze bezogen und somit das Gan-
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ze vergrößert wird – in diesem Fall fünfmal: Damit wird das ursprüngliche Gan-
ze als eine Einheit aufgefasst, aus dem ein neues Ganzes gebildet wird. An-
schließend wird dieses neue Ganze in Einheiten zerlegt, deren Anzahl durch den 
Nenner des Anteils bestimmt wird. Von diesen Einheiten ist eine relevant und 
gibt die zur Situation gehörige Bonbonanzahl als Lösung an (vgl. Abb 2-8): Hier 
lautet die zugehörige Rechnung 16 · 5 = 80 und 80 : 8 = 10.  
 

 
 

        
 

                                                                                         
Abb. 2-8: Neues Ganzes bilden und dieses in Einheiten zerlegen 

 
In Bezug auf die Beziehungen zwischen Teil und Ganzem, weisen die beiden 
letztgenannten Strategien einen entscheidenden Unterschied auf: Während im 
ersten Fall innerhalb des ursprünglichen Ganzen argumentiert wird, wird im 
zweiten Fall zunächst ein neues Ganzes gebildet, welches anschließend neu 
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strukturiert bzw. zerlegt wird (vgl. Abb. 2-7 und 2-8). Dabei ist jedoch zu be-
rücksichtigen, dass es sich bei dieser Analyse um eine Argumentation aus ma-
thematischer Sicht mit dem Fokus auf die Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil 
und Ganzem handelt und die hier dargestellten Zwischenschritte und Konse-
quenzen für das Ganze demjenigen, der die Aufgabe so löst, nicht unbedingt in 
der hier dargestellten Weise explizit bewusst sein müssen. Gleichwohl kann ein 
Blick auf Bearbeitungen aus dieser Perspektive Strukturierungsmöglichkeiten 
verdeutlichen, die bestimmte Fokusse in Bezug auf die in der Aufgabenstellung 
gegebenen Zahlen und Elemente legen. 

Weg 1 für Item 2b: Hochrechnen 
Eine Lösung stellt auch hier das Hochrechnen dar, bei dem das Verhältnis zwi-
schen Zähler und Nenner erhalten wird und der Anteil als eine Teil-Ganzes-
Relation mathematisiert werden kann (vgl. Item 2a). Dabei ist die Zielzahl in 
diesem Fall die 6 im Zähler des Bruches. Das Ergebnis erhält man syntaktisch, 
indem man 1/4 mit 6 erweitert und den Nenner abliest. Da kein Schüler / keine 
Schülerin die Aufgabe im Haupttest auf diese Weise gelöst hat, wird hier nicht 
vertieft auf diesen Lösungsweg eingegangen. 

Weg 2 für Item 2b: Nutzen von Einheiten 
Das Ganze, d. h. die Gesamtanzahl an Bonbons zum Teil 6 Bonbons und Anteil 
1/4 kann syntaktisch über die Multiplikation des Teils mit dem Nenner des Bru-
ches bestimmt werden. Inhaltlich bedeutet das ein Vervielfachen des Teils als 
Einheit: Wird ein vorhandenes Ganzes vollständig in Viertel zerlegt, so entstehen 
vier solche Viertel. Alle Viertel zusammen entsprechen dem Anteil 4/4 von die-
sem Ganzen, d. h. dem Ganzen selbst. Wird dieser Zusammenhang in der umge-
kehrten Richtung genutzt, so ergibt sich das Ganze als Summe aus allen diesen 
Vierteln entsprechenden Teilen. Dabei ist der Teil in diesem Fall eine diskrete 
Menge. 
Das Hinzufügen kann auch auf verschiedene Arten realisiert werden: In einem 
Schritt (den viermal so großen Teil nehmen; vgl. Abb. 2-9), in vier Einzelschrit-
ten (vier Einzeladditionen), als Summe aus Teil und Rest (Teil-Teil-Beziehung, 
s. a. Abschnitt 1.2.3: der Teil zu 1/4 und zu 3/4) oder als wiederholtes Verdop-
peln (6, 12, 24). Dabei ist der letzte Weg von den im Anteil vorkommenden kon-
kreten Zahlen abhängig. Insgesamt erfordert dieser Weg wie auch die Teil-Rest-
Strukturierung einen tieferen Einblick in strukturelle Zusammenhänge zwischen 
dem Teil, dem Anteil und dem Ganzen. 
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Abb. 2-9: Den Teil als Einheit nutzen 

Weg 3 für Item 2b: Den Teil durch den Anteil teilen 
Das Ganze kann auch syntaktisch durch die Rechnung 6 : 1/4 erhalten werden. 
Bei dieser Mathematisierung wird der strukturelle Zusammenhang zwischen den 
Items 2a und 2b bzw. zwischen den Konstellationen I und III syntaktisch genutzt. 
In Item 2a kann das „von“ in der Aufgabenstellung als eine Multiplikation des 
Anteils mit dem Ganzen mathematisiert werden (s. o.). In Item 2b wird dieser 
Aspekt umgekehrt, da nun das Ganze gesucht ist. Daher kann das Item mit der 
Umkehroperation gelöst werden: Das Ganze wird aus Teil und Anteil über eine 
Division rekonstruierbar.  

Weg 1 für Item 2c: Hochrechnen 
Zur Lösung der Aufgabe kann auch hier der in der Konstellation gegebene Anteil 
genutzt werden, um eine Verhältnisgleichheit zu erhalten: Die Aufgabe lässt sich 
so über inhaltliches Hochrechnen bzw. syntaktisches Erweitern von Zähler und 
Nenner des Anteils mit dem Faktor 3 lösen. Dabei ist die Zielzahl 6 der Zähler 
des Anteils (vgl. Abb. 2-10). Das kann erneut konkret inhaltlich als Beziehung 
zwischen zwei Bonbonmengen gedeutet werden (vgl. oben).  
 

                               
 

Abb. 2-10: Auf den neuen Teil hochrechnen 
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Weg 2 für Item 2c: Nutzen von Einheiten  
Die Gesamtanzahl an Bonbons zum Teil 6 Bonbons und Anteil 2/3 kann syntak-
tisch über die Multiplikation des Teils mit dem Nenner des Bruches und an-
schließender Division durch den Zähler (bzw. zuerst Division und anschließend 
Multiplikation) bestimmt werden. Auf diese Weise wird wie in Item 2b die Um-
kehrung der Zerlegung des Ganzen genutzt (vgl. oben).  
Je nachdem in welcher Reihenfolge vorgegangen wird, ist die Konsequenz für 
Teil und Ganzes unterschiedlich: Wird der Teil zunächst als Einheit aufgefasst 
und dem Nenner entsprechend vervielfacht, so wird das Ganze zum entsprechen-
den Stammbruch berechnet. Eine anschließende Division durch den Zähler des 
Bruches bewirkt dann inhaltlich eine Strukturierung dieses Ganzen in so viele 
Einheiten, wie es der Zähler des Bruches angibt. Eine dieser Einheiten ist das 
gesuchte Ganze zum vorgegebenen Nicht-Stammbruch (vgl. Abb. 2-11).  
 

                                
 

                                   
 

 
Abb. 2-11: Den Teil als Einheit vervielfachen und das neue Ganze in Einheiten zerlegen 

 
Wird zunächst durch den Zähler dividiert, so wird der vorgegebene Teil als Gan-
zes behandelt und in so viele Einheiten zerlegt, wie es die Zahl im Zähler des 
Anteils vorgibt. Eine dieser Einheiten wird dann dem Nenner des Anteils ent-
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sprechend vervielfältigt, so dass das gesuchte Ganze erhalten wird (vgl. 
Abb. 2-12).  
Wie auch bereits für Item 2b beschrieben, lässt sich das Ganze syntaktisch durch 
die Umkehrung der Operation für Item 2a, d. h. durch die Division des Teils 
durch den Anteil, berechnen (s. o.). Beim Bilden und Vervielfältigen von Einhei-
ten wird in gewisser Weise auch durch den Anteil dividiert (wenn die Rechnung 
6 : 2 · 3 durchgeführt wird), jedoch ist dies in diesem Fall nicht explizit, sondern 
es steht eher das Rechnen mit den einzelnen Komponenten des Anteils als ganze 
Zahlen im Vordergrund. 
 

                                   
 

                                 
 

Abb. 2-12: Den Teil in Einheiten zerlegen und diesen neuen Teil vervielfachen 
 
Im Vergleich zu Item 2b ist bei Item 2c die Mathematisierung des Zählers, d. h. 
dessen Interpretation und Einbindung in die Berechnung des Ganzen, explizit 
notwendig, während bei dem Anteil 1/4 die 1 im Zähler weder bei der Division 
noch bei der Multiplikation ins Gewicht fällt. So würde es im Ergebnis nicht 
auffallen, ob 6 : 1 · 4 oder fälschlicherweise 6 · 1 · 4 gerechnet würde. Im Falle 
des Anteils 2/3 muss die zwei im Zähler des Anteils explizit in das Bilden und 
Vervielfältigen von Einheiten einbezogen werden. Dabei ist die Richtung der 



2.6 Sachanalysen der vertieft ausgewerteten Aufgaben 113 

Veränderung entscheidend: Der Zähler bewirkt eine Zerlegung und keine Ver-
vielfachung; syntaktisch muss durch den Zähler geteilt werden. 
Dass dies eine kognitive Hürde darstellen kann, zeigen die Bearbeitungen, die in 
den Abschnitten 7.2 (Produkte) und 7.3.2 (Prozess) analysiert werden.  
Eine weitere Lösungsmöglichkeit im Zusammenhang mit einer Zerlegung in 
Einheiten, ist schließlich auch die Betrachtung einer Teil-Teil-Beziehung (Wie 
viel fehlt noch zum Ganzen?). Dabei wird erneut die Strukturierung des Ganzen 
in Einheiten durch den Nenner des Bruches genutzt: Damit ein Ganzes entsteht, 
fehlt zu 2/3 noch 1/3. Zur Bestimmung dieses Drittels kann der vorgegebene Teil 
halbiert werden. Anschließend werden beide so entstehenden Teile addiert.  

Zeichnerische Lösungen für die Items 2a, 2b und 2c 
Schließlich sind neben rein rechnerischen Bearbeitungen auch bildliche Lösun-
gen möglich (die in diesem Fall explizit in der Aufgabenstellung gefordert wur-
den).  
Bilder können durch viele Eigenschaften charakterisiert werden, die über die in 
der Situation veranlagten mathematischen Aspekte hinausgehen: Sie können 
z. B. konkret-gegenständlich oder abstrakt sein; sie können verschiedene Darstel-
lungsmittel (Kreis, Rechteck, Punkte, …, kontinuierlich oder diskret, Mischfor-
men in unterschiedlichen Ausprägungen; vgl. auch Abschnitt 1.5.2) nutzen oder 
Rechnung und Bild integrieren, indem Bilder oder Bildausschnitte z. T. wie ma-
thematische Symbole in Rechnungen verwendet werden. Konkrete Beispiele 
findet man in den Abschnitten 5.3 und 7.2). 

2.6.3 Zeichnerisches Ergänzen eines flächigen Teils zum Ganzen 
(Quadrat)  

Bei diesen Aufgaben (vgl. Abb. 2-13 und 2-14) geht es um Konstellation III (vgl. 
Abschnitt 1.7). Dabei gliedern sich die Aufgaben in zwei grundsätzlich von den 
Anforderungen her verschiedene Bereiche: So bilden die Items 3a / 3b bzw. die 
Aufgabe I3 eine Einheit; Item 3c bzw. Aufgabe I4 knüpfen an diese an.  
Der Kern der Items 3a und 3b bzw. der Aufgabe I3 ist die zeichnerische Kon-
struktion des Ganzen zu einem gegebenen flächigen Teil. In Item 3c bzw. Aufga-
be I4 müssen die Konstellationen aus 3a und 3b bzw. I3 miteinander verglichen 
und aufeinander bezogen werden, wodurch eine komplexe Argumentation aus 
zwei Blickwinkeln notwendig wird (Inter-Perspektive; vgl. Abschnitt 1.7.5). Es 
handelt sich um Aufgaben, die vor allem im zweiten Teil offen sind: Zur Lösung 
gibt es kein Standardverfahren (vgl. das Kriterium der Informativität nach Sund-
ermann / Selter 2006).  
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Aufgabe I3: Ergänzen zum Ganzen (Quadrat)
Das ist ein Drittel:             
 
Wie könnte dann die komplette Form aussehen? 

Jetzt ist es ein Viertel / ein Sechstel 
 
Wie könnte jetzt das Ganze aussehen? 

Aufgabe I4: Merves Problem
Merve findet die Aufgabe doof:  
 
 
 
 

 

Sie hat die Aufgabe so gelöst: 
Was sagst du zu Merves Lösung?  
Was hat sie sich gedacht? Was würdest du ihr sagen?  
Hat sie die Aufgabe richtig gelöst?  

                           

Item Konstellation gegebene Komponenten Schema

I3a 
III 

Ganzes 
gesucht 

Anteil 
1/3 

Teil 
 

kontinuierlich 
(flächig) 

 
 
 

 
 

I3b.a 
III 

Ganzes 
gesucht 

Anteil 
1/4 

Teil 
 

kontinuierlich 
(flächig) 

 

I3b.b 
III 

Ganzes 
gesucht 

Anteil 
1/6 

Teil 
 

kontinuierlich 
(flächig)  

I4 
III 

(Inter-
Perspektive) 

Anteil 
1/3 und 1/6 

Teil 
 

kontinuierlich 
(flächig)  

Abb. 2-13: „Steckbrief“ Interview-Aufgabe I3 / I4:  
Verortung innerhalb des Theorierahmens  

Aber das macht doch keinen Sinn! Die Aufgabe ist doch total doof! Das kann doch 

gar nicht sein, dass das Quadrat da gleichzeitig ein Drittel und ein Sechstel ist! Die 

Stücke sind doch beide Male gleich groß…. Und 1
6  ist doch immer kleiner als 3

1 , 

oder nicht?!

(Bildrechte (Merve) Cornelsen-Verlag) 
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Aufgabe 3                                             In dieser Aufgabe kannst du ohne Lineal zeichnen. 

a)       Tobi und seine Freunde haben sich Erdbeer-Sahne-Kuchen gekauft.  
          Tobis Stück ist vom ganzen Kuchen. Unten hat er sein Stück aufgezeichnet.               
          Wie könnte der ganze Kuchen aussehen? Zeichne ihn!  
b)       Mara und ihre Freundinnen haben sich auch Erdbeer-Sahne-Kuchen gekauft.    

   Maras Stück ist vom ganzen Kuchen. Unten hat sie ihr Stück aufgezeichnet.  
   Es ist genauso groß wie Tobis Stück. Wie könnte der ganze Kuchen aussehen?  
   Zeichne ihn!  

c)      Tobi wundert sich:
 
 
 
 

Hilf Tobi: Wann ist  größer als ?  

Und wie kann das sein, dass hier die 
Stücke gleich groß sind? 
 

Item Konstellation gegebene Komponenten Schema

3a III Anteil 
1/3 

Teil 
 

kontinuierlich 
(flächig) 

 
 
 

 
 

3b III Anteil 
1/6 

Teil 
 

kontinuierlich 
(flächig) 

 

3c 
III 

(Inter-
Perspektive) 

Anteil 
1/3 und 1/6 

Teil 
 

kontinuierlich 
(flächig)  

Abb. 2-14: „Steckbrief“ Test-Aufgabe 3: Verortung innerhalb des Theorierahmens 
 
Die Testversion dieser Aufgabe unterscheidet sich in einigen Punkten von der 
Interviewversion: Ein entscheidender Unterschied neben der sprachlichen Präzi-
sierung der Aufgabenstellung besteht darin, dass die Testaufgabe in ihrer letzt-
endlichen Form in einen außermathematischen Kontext – eine Verteilungssituati-
on – eingebettet wurde. Die Kontextanbindung erwies sich als inhaltlicher Anker 

1
3

1
6

1
3

1
6

Komisch! Mein Kuchen ist genauso groß wie das

von Mara. Aber das geht doch gar nicht:

ist doch größer als ! Ich stelle mir das so vor: 

1
3

1
6

1
3

1
6
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für die Argumentation zu Item 3c bzw. Aufgabe I4 als hilfreich, wie die Einbe-
ziehung der Lernendenperspektive ergab: So zogen manche Lernende in den 
Interviews selbständig außermathematische Kontexte heran, um über den Zu-
sammenhang von Teil, Anteil und Ganzem zu argumentieren (s. Abschnitt 7.6.2 
und Schink 2009). Als weitere Änderung wurde das Bild von Merve, das ab dem 
Interviewzeitpunkt II im Zusammenhang mit dem Quadrat als Teil eingeführt 
wurde, in der Haupttestversion durch ein leichter zugängliches Bild ersetzt. 
Auf den Anteil 1/4 (im Original in farbig gesetzt zur Verdeutlichung, dass zu 
zwei Anteilen jeweils das Ganze bestimmt werden soll) wurde in der Haupttest-
version verzichtet, da sich dieser als weniger informativ als die beiden anderen 
erwies. Ein weiterer Unterschied besteht im Verzicht auf die Nutzung des Wortes 
„Form“ für das Ganze, um den mathematischen Begriff beizubehalten. 
Im Folgenden wird aus Gründen der leichten Übertragbarkeit lediglich die Test-
version der Aufgabe einer Sachanalyse unterzogen. 

Item 3a und 3b: Mögliche Lösungswege 
Die Aufgabe besteht in beiden Teilen darin, den ursprünglich gekauften Kuchen 
zu zeichnen, d. h. mathematisch das Ganze zu dem geometrischen Teil und den 
Anteilen 1/3 bzw. 1/6 zu bestimmen. Diese Sichtweise auf Teil, Anteil und Gan-
zes kommt im Unterricht im Vergleich zu der Standardaufgabe, ein gegebenes 
kontinuierliches Ganzes in Teile zu zerlegen bzw. Anteile dessen zu färben, meist 
seltener vor. Gleichwohl ist das Format nicht neu (für Aufgaben, bei denen das 
Ganze zeichnerisch bestimmt werden soll, vgl. z. B. Grassmann 1993b, Peter-
Koop / Specht 2011). Durch die ungewohnte Sicht (die Verfügbarkeit von Teil 
und Ganzem wird getauscht) ist eine Umstrukturierung der Situation notwendig 
(vgl. Schink 2009). Die hier genutzten Aufgaben binden an die Lernendenper-
spektive an, indem sie Kenntnisse der Schülerinnen und Schüler, wie z. B. das 
Wissen über geometrische Objekte und Anteile, nutzen. 
Für das Finden eines geeigneten Ganzen müssen mehrere Aspekte gleichzeitig 
beachtet werden: Die Größe der einzelnen Stücke (d. h. des vorgegebenen Teils 
und des zum Ganzen fehlenden Teils) muss mit ihrer Anzahl so koordiniert wer-
den, dass insgesamt die richtige Größe für das Ganze erzielt wird. Aus mathema-
tischer Sicht ist dabei die Form der ergänzten Stücke beliebig. Auch die Größe 
einzelner Stücke und die Anzahl sind nicht relevant, solang insgesamt die Fläche 
für das „Zielganze“ erhalten wird und damit auch die Fläche des vorgegebenen 
Quadrates 1/3 bzw. 1/6 von der Fläche der neu konstruierten Form beträgt.  
Zunächst muss das vorgegebene Stück selbst als ein Teil des gesuchten Ganzen – 
in Abgrenzung zum Ganzen selbst – interpretiert werden. Darüber hinaus muss 
überlegt werden, welche Bedingungen an das zeichnerisch zu bestimmende Gan-
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ze gestellt werden müssen, wenn von dem vorgegebenen Stück ausgegangen 
wird: So kann eine Lösung gefunden werden, indem überlegt wird, welcher An-
teil zum Ganzen fehlt (d. h. Teil-Teil-Relation nutzen): Ist 1/3 gegeben, dann 
fehlen noch 2/3 zum Ganzen. 2/3 ist im Vergleich zu 1/3 (vom selben Ganzen) 
doppelt so groß. Das muss dann auch für das noch zum Ganzen fehlende Ku-
chenstück gelten, d. h. es muss ein Stück ergänzt werden, in das das 1/3-Stück 
zweimal passt. 
Alternativ kann auch die Zerlegung eines Ganzen durch den Anteil genutzt wer-
den: Wenn ein Ganzes aus Dritteln zusammengesetzt wird, dann werden zu sei-
ner Rekonstruktion genau drei Drittel benötigt. Das bedeutet für die Lösung der 
Aufgabe, dass insgesamt drei Quadrate der vorgegebenen Größe benötigt wer-
den. Diese Vorstellung kann auch vom gerechten Teilen motiviert werden.  
Die Aufgabenstellung lässt hier viele Gestaltungsmöglichkeiten zu, solange der 
Anteil des Quadrates am Ganzen erhalten bleibt.  
Prinzipiell ebenfalls möglich, aber schwieriger zu realisieren, sind Ansätze zur 
Skalierung, bei denen das vorgegebene Quadrat um einen bestimmten Faktor 
gestreckt wird, so dass das gesuchte Ganze entsteht. Dabei wird das Ganze an-
ders als bei den bereits angesprochenen Lösungswegen, bei denen es sich aus 
einzelnen Teilen zusammensetzt (kontinuierlich-strukturiertes Ganzes), als echt 
kontinuierliches, d. h. unzerteiltes Ganzes erzeugt (für diese Unterscheidung vgl. 
auch Abschnitt 1.5.2 zur Qualität des Ganzen). 
Für Item 3b ergibt sich aus strukturellen Betrachtungen noch eine zusätzliche 
Möglichkeit, das Ganze zu konstruieren. So kann der Zusammenhang zwischen 
den beiden Anteilen in den strukturgleichen Items 3a und 3b genutzt werden: Bei 
1/6 wird das Ganze anstatt in drei in sechs Stücke geteilt. Deshalb muss es im 
Vergleich zu 3a doppelt so viele Stücke geben bzw. das Ganze muss doppelt so 
groß sein.  

Item 3c: Argumentieren zu Zusammenhängen  
In Item 3c soll ein scheinbar widersprüchliches Phänomen untersucht und Stel-
lung dazu bezogen werden. Die Schülerinnen und Schüler werden mit der Äuße-
rung von Tobi konfrontiert, der sich wundert, dass sein Kuchenstück zum Anteil 
1/3 genauso groß ist wie das Kuchenstück zum Anteil 1/6, obwohl 1/3 ein größe-
rer Anteil als 1/6 ist. Zur Illustration seiner Feststellung zum Größenverhältnis 
der Anteile wird die Darstellung von 1/3 und 1/6 im Kreis genutzt (Der Kreis 
wurde als alternatives Darstellungsmittel zum Quadrat gewählt, um die Lösung 
zu den Items 3a und 3b nicht vorweg zu nehmen. Darüber hinaus ist der Kreis 
eine gängige Darstellung für Anteile.).  
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Es wird hier eine mögliche implizite (intuitive) Annahme in Bezug auf Anteile 
aufgegriffen, über die argumentiert werden soll: Wenn über Anteile geredet wird, 
so wird 1/6 z. B. häufig als „ein Teil von sechs Teilen“ interpretiert. Dabei wird 
die Anzahl der Teile zu einem Entscheidungskriterium über die Größenordnung 
von Anteilen: 1/3 ist größer als 1/6, da beim Teilen durch 6 mehr Stücke entste-
hen und diese dadurch kleiner werden. Dabei wird (implizit) vorausgesetzt, dass 
in beiden Fällen vom selben Ganzen ausgegangen wird. So suggeriert es auch die 
gängige Darstellung der beiden Anteile in den in der Aufgabenstellung vorgege-
benen Kreisbildern von Tobi (gleich große Kreise).  
Anteile müssen sich aber nicht notwendigerweise auf ein und dasselbe Ganze 
beziehen, sondern können auch unterschiedliche Bezugsgrößen haben. Ist die 
Größe des Ganzen variabel, so kann 1/6 auch durchaus genauso groß wie 1/3 
oder sogar größer sein (vgl. auch Abschnitt 1.5.1 zur Bedeutung des Ganzen als 
Bezugsgröße). Diese Sichtweise auf Anteile ist z. B. bei der Interpretation von 
Statistiken oder bedingten Wahrscheinlichkeiten von Bedeutung, wenn Anteile 
verschiedener Gruppen miteinander verglichen werden.  
Das entscheidende Charakteristikum von Aufgabe 3c ist die Notwendigkeit des 
flexiblen Aufeinander-Beziehens zweier Konstellationen unter verschiedenen 
Voraussetzungen (gleich große Ganze bzw. unterschiedlich große Ganze; vgl. 
Abschnitt 1.7.5 zur Inter-Perspektive). Die Situation der unterschiedlich großen 
Bezugsgrößen ist in den Items 3a und 3b als Argumentationsgrundlage vorberei-
tet worden und als Phänomen greifbar.  
Es kann bei diesem Aufgabenteil z. B. aus zwei Blickwinkeln in Bezug auf den 
Zusammenhang von Teil, Anteil und Ganzem argumentiert werden: dem der 
Abhängigkeit des Teils vom Ganzen und dem der Abhängigkeit des Ganzen von 
dem es erzeugenden Teil. Im Ergebnis ermöglichen jedoch beide Sichtweisen die 
Argumentation über die Beziehung zwischen Teil, Anteil und Ganzem.  
Wenn man z. B. vom Ganzen ausgeht und davon ausgehend den Teil bestimmen 
soll, so ergibt sich eine typische Verteilungssituation: Das Ganze wird in so viele 
Stücke zerlegt, wie es der Nenner des Anteils vorgibt. Dabei gilt die Regel, dass 
je größer der Nenner ist, es desto mehr Stücke werden und jedes einzelne Stück 
desto kleiner wird. Wird nun vom selben Ganzen ausgegangen, so ist mit dieser 
Regel eine sehr plausible Erklärung gefunden, warum ein Bruch mit einem grö-
ßeren Nenner kleinere Stücke vom Ganzen produziert (vgl. Abb. 2-15). Werden 
allerdings unterschiedlich große Ganze angenommen, so ist die Situation nicht 
mehr so leicht überschaubar und muss genauer untersucht werden: Geht man von 
den Stücken aus, so kann überlegt werden, dass ein Ganzes aus 6/6 bzw. 3/3 
besteht. Das bedeutet, dass von den Sechsteln doppelt so viele Stücke vorhanden 
sind. Sind diese Sechstel z. B. genauso groß wie die Drittel, dann ist das Ganze 
für die Sechstel auch größer.  
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Der inhaltliche Bezug der Argumentation ist hierbei offen: So kann der konkrete 
Kuchenkontext aus der Aufgabenstellung herangezogen werden, es kann aber 
auch z. B. mit Zahlen gearbeitet werden. Darüber hinaus kann verbal oder zeich-
nerisch argumentiert werden. 
 

                                                            

                    
Abb. 2-15: Der Zusammenhang zwischen Teil und Ganzem – Dynamik in Item 3c 

Item 3c: Wichtige Entscheidungen für die Auswertung 
Item 3c wurde in der schriftlichen Erhebung sehr unterschiedlich bearbeitet. Das 
Format des Argumentierens erscheint auch nach Überarbeitung des Aufgaben-
formates in einer schriftlichen Erhebung als anspruchsvoll. Darüber hinaus wird 
in der Aufgabenstellung gleichzeitig nach zwei unterschiedlichen Situationen 
„Wann ist 1/3 größer?“ und „Wie kann es sein, dass es [das Kuchenstück] hier so 
groß ist wie 1/6?“ gefragt. Manche Lernende haben nur eine der beiden Fragen 
beantwortet. Andere Schülerinnen und Schüler haben argumentieren können, 
worin der Knackpunkt bei dieser Situation liegt. 
Da die Bearbeitungen so sehr unterschiedlich ausfallen und die Antworten z. T. 
nicht eindeutig interpretiert werden können (z. B. besteht ein Problem darin, dass 
Lernende vom „Kuchen“ sprechen, aber aus den Antworten nicht klar genug 
hervorgeht, ob es sich dabei z. B. um den gesamten ursprünglich vorhandenen 
Kuchen oder nur um das Kuchenstück von Tobi handelt), wird auf eine vertiefte 
Analyse mittels Codierung aller schriftlichen Dokumente zu dieser Aufgabe 
verzichtet. In Kapitel 8 wird jedoch ein Prozess aus einem Interview dargestellt, 
welcher durch eine Auswahl von schriftlichen Argumentationen ergänzt wird. 

2.6.4 Zeichnerisches Ergänzen eines flächigen Teils zum Ganzen 
(Dreieck)  

Aufgabe 4 ist mathematisch von derselben Struktur wie die Items 3a / 3b: Gege-
ben ist ein flächiger Teil, von dem bekannt ist, welchen Anteil er vom Ganzen 
ausmacht. Das Ganze ist gesucht (Konstellation III; vgl. Abb. 2-16). 
 

Das gleiche Ganze:   
1/6 ist kleiner als 1/3 

Doppelt so großes Ganzes:   
1/6 ist genauso groß wie 1/3 
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Aufgabe 4                                              In dieser Aufgabe kannst du ohne Lineal zeichnen. 
Das Dreieck unten ist ein Viertel. Wie könnte das Ganze aussehen? Zeichne es! 

Jetzt ist das Dreieck ein Achtel. Wie könnte das Ganze jetzt aussehen? Zeichne es! 

Item Konstellation gegebene Komponenten Schema

4a 
III 

Ganzes 
gesucht 

Anteil 
1/4 

Teil 

 
kontinuierlich 

(flächig)  

4b 
III 

Ganzes 
gesucht 

Anteil 
1/8 

Teil 

 
kontinuierlich 

(flächig)  
Abb. 2-16: „Steckbrief“ Test-Aufgabe 4: Verortung innerhalb des Theorierahmens 

 
Unterschiede zu Aufgabe 3 ergeben sich hinsichtlich dreier Aspekte: 

• Kontext: Die Aufgabe ist ohne außermathematischen Kontext gestellt. 
• Geometrische Repräsentation des Teils: Bei der vorgegebenen Form des 

Teils handelt es sich um ein Dreieck. Diese Form fällt u. U. einigen Schü-
lerinnen und Schülern von der konkreten Ausführung her etwas schwerer 
als das Zeichnen eines Quadrates, was für die Auswertung berücksichtigt 
werden muss. 

• Numerische Beschaffenheit des Anteils: Der Anteil ist hier 1/4 bzw. 1/8. 
Damit ändert sich zwar der konkrete Anteil, den das Stück als Teil vom 
Ganzen darstellen soll, im Vergleich zu Aufgabe 3, aber die Grundkonstel-
lation und das Verhältnis der beiden Anteile zueinander bleibt bestehen: 
1/4 ist ein doppelt so großer Anteil wie 1/8 und gehört zu einem doppelt so 
großen Teil (wenn vom selben Ganzen ausgegangen wird). 

Unter Berücksichtigung dieser drei Punkte ergeben sich strategisch dieselben 
Lösungsmöglichkeiten wie für die Items 3a und 3b. 

2.7 Datenanalyse 
In diesem Abschnitt werden zunächst grundsätzliche methodologische Überle-
gungen für die Analyse empirischer Daten dargestellt, die sich vor dem in Ab-
schnitt 2.1 entwickelten Forschungshintergrund ergeben. Im Anschluss werden 
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sie für die vorliegenden Interview- und Testdaten vor dem Hintergrund der Ab-
schnitte 2.1 bis 2.5 präzisiert.  

2.7.1 Methodologische Überlegungen 
Grundlage für die Analyse in der empirischen Forschung stellen Texte dar (vgl. 
Jungwirth 2003, Beck / Maier 1994). Texte können unterschiedliche Qualitäten 
haben (z. B. verschriftlichte Gespräche oder Interviews oder schriftliche Notizen, 
etc.; s. Beck / Maier 1994, S. 43). Dabei wird davon ausgegangen, dass „in ei-
nem Text der überdauernde, im System der Sprache grundgelegte Sinngehalt 
eines Sprechakts festgehalten ist“ (Jungwirth 2003, S. 191). Es handelt sich um 
„schriftliche Fixierung von Sinn“ (Beck / Maier 1994, S. 43). Dabei enthält ein 
Text noch weitere Bedeutungen, als die durch den Verfasser intendierten: Diese 
sind durch die Interpretation zugänglich, vom situativen Kontext der Äußerung 
losgelöst und durch die Forscherin deutbar (Jungwirth 2003, S. 191). Somit eig-
nen sich Texte – im Fall der vorliegenden Arbeit Interviewtranskripte und schrift-
liche Aufgabenbearbeitungen sowie Zeichnungen – dazu, subjektive Sinnkonsti-
tutionen zu rekonstruieren und damit die Lernendenperspektive zum Gegen-
standsbereich herauszuarbeiten (vgl. Abschnitt 2.1.2). 
Als Textinterpretation wird, der Definition von Text folgend, für die interpretati-
ve Forschung bzw. die empirisch arbeitende mathematikdidaktische Forschung 
das Heben des „Sinngehalt[es] von Texten“ (Beck / Maier 1994, S. 43) verstan-
den. Zunächst muss der Text als solcher gewonnen werden, der anschließend „in 
‚Sinnabschnitte‘ gegliedert [wird], d. h. in Einheiten, die in Hinblick auf den 
theoretischen Fokus als abgeschlossen gelten können“ (Jungwirth 2003, S. 193). 
Diese Abschnitte werden dann nacheinander interpretiert und miteinander ver-
gleichend analysiert (ebd., S. 193). 
Als Verfahren zur Sinnhebung unterscheiden Beck / Maier (1994) vier Verfahren, 
die sich durch Bedeutung und Ort der Theorie im Analyseprozess und die ver-
folgten Untersuchungsziele und -zwecke unterscheiden (Beck / Maier 1994, 
S. 44; vgl. Tab. 2-3). Dabei ist die Angemessenheit des Verfahrens für den unter-
suchten Gegenstand essentiell (Jungwirth 2003, S. 193; s. a. Steinke 2000).  
Beck / Maier (1994) nennen die Explorativ-Charakterisierende Interpretation und 
die Kategoriengeleitete Interpretation als zwei Verfahren, die theoriegeleitet sind. 
Hier geht die Forscherin mit einer bereits vorhandenen Theorie an den Text heran 
und entwickelt diese nicht aus diesem heraus (vgl. Abschnitt 2.1.1). Die Syste-
matisch-Extensionale Interpretation und die Kategorienentwickelnde Interpreta-
tion gehen demgegenüber datengeleitet vor, d. h. sie entwickeln die Theorie aus 
dem Text heraus (Beck / Maier 1994). 
Bei der Kategoriengeleiteten Interpretation werden vor der Interpretation Kate-
gorien festgelegt, nach denen der Text codiert werden soll. Diese werden über 
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die gesamte Auswertung hinweg nicht verändert. Über die Kategorien ist im 
Anschluss eine Quantifizierung, d. h. eine globale Beschreibung, generell mög-
lich (Beck / Maier 1994, S. 45). 
 

Theoriegeleitet Datengeleitet 
Lokale Beschreibung:

Qualitative Analyse  
einzelner Phänomene 

(Fallstudien) 

Explorativ-Charakterisierende 
Interpretation 

Systematisch-Extensionale 
Interpretation 

Globale Beschreibung:
Quantifizierung möglich  

(Hypothesenformulierend) 
Kategoriengeleitete  

Interpretation 
Kategorienentwickelnde 

Interpretation 

Tabelle 2-3: Übersicht über vier Arten der Textinterpretation nach Beck / Maier (1994) 
 
Die Explorativ-Charakterisierende Interpretation ist zwar auch theoriegeleitet, 
jedoch ist die Art des Forschungsziels anders gelagert, denn dieses bezieht sich 
auf eine lokale, qualitative Analyse: 

„Vielmehr konzentriert sich der Interpret darauf, einzelne Aussagen bzw. 
Texteinheiten nach komplexeren Sinnzusammenhängen zu ordnen, die er 
dann in seiner Sprache – paraphrasierend – beschreibt. Dabei stützt er sich, 
zumeist implizit, vor allem auf mathematische bzw. mathematikdidaktische 
Vorstellungen und Theorien, die er der Interpretation zugrunde legt.“   
(Beck / Maier 1994, S. 48 f.). 

Dieses Verfahren findet häufig Anwendung zur Erhebung von individuellen 
Vorstellungen zu Begriffen und Prozessen (Beck / Maier 1994, S. 49 f.). 
Als datengeleitete Analyseverfahren nennen Beck / Maier (1994) die Katego-
rienentwickelnde Interpretation und die Systematisch-Extensionale Interpretati-
on: Bei der Kategorienentwickelnden Interpretation werden Kategorien zur Be-
schreibung des Materials am Text entwickelt, d. h. die Theorie wird aus dem Text 
heraus gebildet: Die Kategorien werden im Prozess immer weiter angepasst und 
operationalisiert. Dabei wird zwar auch auf theoretische Konstrukte implizit oder 
explizit zurückgegriffen, jedoch sollen diese nach Möglichkeit dem Text unter-
geordnet werden (Beck / Maier 1994, S. 47). Aufgrund der Bildung von operati-
onalisierbaren Kategorien können diese im Anschluss bei Bedarf (aber nicht 
notwendig) für eine Quantifizierung herangezogen werden (Beck / Maier 1994, 
S. 48). 
Bei der Systematisch-Extensionalen Interpretation wird das Datenmaterial in 
Episoden unterteilt. Der Text wird dann in Schritten von immer kleineren Einhei-
ten analysiert: von der gesamten Szene, über die Episoden bis hin zur Einzel-
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handlung. Dabei wird versucht, eine mögliche Breite an möglichen Deutungen 
zu generieren, welche im weiteren Verlaufe in einer Turn-by-Turn-Analyse der 
Interaktion durch den Vergleich mit nachfolgenden Abschnitten wieder einge-
schränkt wird (Beck / Maier 1994, S. 51 f.). Anschließend wird eine Deutung für 
die gesamte Sequenz angestrebt, welche dann an weiteren Episoden geprüft wird 
(Beck / Maier 1994, S. 51). Das Verfahren kann auch als sequenzanalytisch be-
schrieben werden und geht auf das Verfahren der Objektiven Hermeneutik nach 
Oevermann zurück (s. Beck / Maier 1994, S. 50 und Przyborski / Wohlrab-Sahr 
2010, S. 240 f.). Das Verfahren wurde aus der Annahme heraus entwickelt, dass 
„quantitative Erhebungs- und Auswertungsverfahren bei komplexen Fragestel-
lungen nur begrenzte Erklärungskraft besitzen.“ (Przyborski / Wohlrab-Sahr 
2010, S. 240; vgl. auch Abschnitt 2.1).  
In vielen Projekten werden auch Kombinationen von Verfahren angewendet, 
z. B. erst Systematisch-Extensionale Interpretation, dann Kategorienentwickeln-
de Interpretation auf dieser Basis. 

2.7.2 Verschränkung der Interviewdaten und der Testdaten 
Die vorliegende Arbeit nutzt zwei Arten von Daten: verbales Material aus Inter-
viewsituationen, welches für die vertiefte Analyse transkribiert wurde, und 
schriftliche Dokumente des Tests.  
Diese Datenarten wurden in unterschiedlichen Phasen aufeinander bezogen: 
Zunächst lagen die Daten aus den Interviews vor, die unter der Perspektive der 
Problematik des Umgangs mit Teil, Anteil und Ganzem am Video analysiert 
wurden, um konzeptuell spannende Stellen auszumachen. Dieser Fokus floss 
bereits in die Zusammenstellung der Aufgaben für die Interviews ein und ergab 
sich aus den Ergebnissen der Vorstudie. Auf Grundlage dieser Szenen wurden 
Aufgaben für den schriftlichen Test ausgewählt bzw. in den Interviews genutzte 
Aufgaben wurden überarbeitet.  
An den Daten der Vortestversionen wurde begonnen, ein erstes Codierschema zu 
entwickeln, das sowohl fachliche Aspekte an das Material heranträgt (katego-
riengeleitet) als auch die individuelle Lernendenperspektive einbezieht (katego-
rienentwickelnd). Erste Erkenntnisse dieses Arbeitsprozesses wurden dann wie-
der mit den verbalen Daten der Interviews in Beziehung gesetzt. Aus dieser Ver-
schränkung wurde der hier genutzte Haupttest konzipiert. An diesem und durch 
die erneute Sichtung der Interviews wurde das Codierschema weiter entwickelt: 
Auf der Grundlage der Phänomene aus Test und Interview wurden zunächst 
einzelne Aufgaben aus zwei Interviews für eine vertiefte Analyse mittels Codie-
rung ausgewählt, welche im weiteren Verlauf durch weitere Szenen ergänzt wur-
den, da sich bestimmte Phänomene über mehrere Episoden eines Interviews 
erstreckten und somit ein umfassendes Bild dieser Phänomene aus verschiedenen 
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Perspektiven gezeichnet werden sollte. So wurden schließlich zwei Interviews 
fast vollständig vertieft am Transkript analysiert; aus einem weiteren Interview 
wird ein Bearbeitungsprozess ergänzend vertieft analysiert. Ergänzt wird die 
Analyse dieser umfangreichen Bearbeitungsprozesse durch das gelegentliche 
Hinzuziehen von kurzen weiteren Szenen bzw. Aspekten aus anderen Interviews. 
Die Analyse und die Ausschärfung der Kategorien und Aspekte wurden so in 
einem iterativen Prozess am Test- und Interviewmaterial vorgenommen, in dem 
die Interviewanalysen und die Testanalysen wechselseitig ineinander verzahnt 
wurden (Für die Verbindung von Interviews und anderen Erhebungsmethoden in 
der Mathematikdidaktik vgl. auch z. B. Beck / Maier 1993): Die Interviews stan-
den zum einen am Anfang der Beschäftigung mit dem flexiblen Umgang mit 
Teil, Anteil und Ganzem. Sie sollten die Möglichkeit eröffnen, genauer auf ein-
zelne Prozesse zu schauen und diese besser zu verstehen. Zum anderen lenkten 
dort gemachte Beobachtungen aber auch auf die Frage, welche in den einzelnen 
Gesprächen beobachteten Phänomene auch in einer größeren Breite auftauchen 
und welche weiteren Bearbeitungen und Vorstellungen darüber hinaus möglich 
sind. Aus diesem Grund wurde der Test konzipiert. In Bezug auf die schriftlichen 
Dokumente kann eine Analyse allerdings nur die entstandenen Endprodukte 
erfassen, die zwar z. T. auch dynamischere Lösungswege beinhalten, aber den-
noch Prozesse oft nur am Rande erkennen lassen – z. B. durch durchgestrichene 
Zwischenergebnisse oder erste Lösungsansätze. Komplexe Gedankengänge, 
Geistesblitze, aber auch Irrwege bei der Lösungsfindung (die manchmal auch 
gerade zum richtigen Ergebnis geführt haben mögen) lassen sich so im Allge-
meinen in den schriftlichen Produkten nicht in der Reichhaltigkeit wie im Inter-
view erkennen, was in der Form der Erhebungsmethode begründet ist. Bei der 
Analyse des Tests können auch einzelne Lösungswege, die dort eventuell nicht 
direkt zu verstehen sind, mit Hilfe der qualitativen Analysen einzelner Intervie-
wepisoden besser verstehbar gemacht werden, wobei jedoch stets die Individuali-
tät der einzelnen Lernenden berücksichtig werden muss. Das bedeutet, die Inter-
viewanalysen können Hinweise zur Deutung der schriftlichen Produkte liefern. 

2.7.3 Analyse der Interviewstudie 
Die in Phase X für die vertiefte Analyse ausgewählten Interviews (vgl. Abschnitt 
2.2 für die Darstellung der Phase und Abschnitt 2.5 für die Begründung der Da-
tenauswahl) wurden am Video transkribiert. Den Schülerinnen und Schülern 
wurden Pseudonyme zugewiesen. 
Bei der Transkription wurden auch nonverbale Inhalte, wie die Beschreibungen 
der Gestik der Schülerinnen und Schüler oder der Interviewerin sowie Abbildun-
gen und Beschreibungen der während des Bearbeitungsprozesses angefertigten 
Bilder oder Schriftstücke integriert. Diese Transkription wurde in großen Teilen 
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von einer weiteren Person überprüft, um eine größtmögliche Objektivität des 
Datenmaterials zu erreichen und schwer verständliche Äußerungen abzusichern. 
Das Transkript wurde turnweise gegliedert, d. h. bei jedem Sprecher- / Akteur-
wechsel wurde ein neuer Abschnitt gezählt. Die erste Spalte des Transkriptes gibt 
die Textzeile (Turn) innerhalb des betrachteten Transkriptausschnitts, auf die sich 
auch die Verweise innerhalb der Analyse beziehen, an.  
Die Turns wurden nicht fortlaufend über das gesamte Interview vergeben, son-
dern immer innerhalb der ausgewählten und analysierten Episoden neu gezählt, 
weil die Bearbeitungen einzelner Aufgaben abgeschlossene Einheiten darstellen.  
Das die Auswahl der Daten leitende conceptual analytic model, welches eine 
theoretische Sichtweise auf einen Gegenstand impliziert, war dabei der Umgang 
mit Teil, Anteil und Ganzem, so wie dieser sich aus der Fachlichen Klärung und 
den theoretischen Überlegungen in Kapitel 1 ergibt (siehe auch Schoenfeld 2007, 
S. 73; Abschnitt 2.1).  
Die Interviewepisoden wurden sequenzanalytisch interpretiert mit dem Fokus auf 
den Umgang mit Teil, Anteil und Ganzem als conceptual analytic model und der 
Systematisch-Extensiven Interpretation nach Beck / Maier 1994 als ein sequenti-
elles Analyseverfahren. Damit gingen teilweise theoretische Konzepte in die 
Analyse der Daten ein, die allerdings am konkreten Text weiterentwickelt, kon-
kretisiert und ergänzt wurden. Der Fokus der Analyse lag dabei auf der Prozess-
haftigkeit, d. h. der (Weiter-)Entwicklung von Vorstellungen der Lernenden, 
weswegen das sequenzanalytische Vorgehen, das turn by turn vorgeht, als geeig-
netes Analyseinstrument erscheint. Dabei schärfte auch die Analyse der Testda-
ten den Blick für die Analyse der Interviews (s. Abschnitt 2.7.2). 
Die Auswertung der Interviews in den Abschnitten 7.3 und 7.6 orientiert sich an 
der Darstellung der Sachanalysen (Abschnitt 2.6) und nutzt die in Kapitel 1 dar-
gestellten und bereitgestellten theoretischen Begriffe und Konzepte „Zusammen-
hänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem“, „Qualität des Ganzen“, „Bilden und 
Umbilden von Einheiten“, „Konstellationen“ und „operative Vorgehensweisen“. 
Die Interpretationen wurden zum größten Teil von mindestens einer weiteren, 
meist zwei Personen auf Kohärenz geprüft. Durch die im Verfahren zunächst 
angestrebte Deutungsvielfalt einzelner Äußerungen, die am weiteren Transkript 
überprüft wurde, wird ebenfalls im Analyseprozess aber nicht überall verschrift-
licht, eine möglichst große Intersubjektivität und Nachvollziehbarkeit der Inter-
pretation angestrebt. 

2.7.4 Analyse der Paper-Pencil-Test-Studie 
Für die Analyse der Testdaten wurde ebenso wie für die Analyse der Interviews 
der Umgang mit Teil, Anteil und Ganzem als conceptual analytic model genutzt. 
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Dabei wurde kategorienentwickelnd bzw. theoretisch codiert (s. Beck / Maier 
1994 bzw. Flick 2009):  

„Theoretisches Kodieren ist das Analyseverfahren für Daten, die erhoben 
wurden, um eine gegenstandsbegründete Theorie zu entwickeln.“ (Flick 
2009, S. 387).  

Dabei werden den empirischen Daten vom Datenmaterial ausgehend Codes zu-
geordnet: Mit zunehmendem Fortschreiten im Prozess können diese zunächst 
nah am Text formulierten Codes und Begriffe immer abstrakter formuliert, zu-
sammengefasst und miteinander in Beziehung gebracht werden (Flick 2009, 
S. 388). 
Zunächst wurde das Material für die Codierung vorbereitet, indem es anonymi-
siert und mit Individualcodes versehen wurde (GeS_XY bedeutet Hauptstu-
die_Schüler/inXY; NT_XY steht für Nachtest_Schüler/inXY, VT_XY steht für 
Vortest_Schüler/inXY). 
Für die Bearbeitungen der Lernenden wurden dann itemweise Auswertungsma-
nuals am Material entworfen, die die je spezifischen Besonderheiten der einzel-
nen Items berücksichtigen. Durch diesen Schritt wurden die Kategorien operati-
onalisiert (s. a. Beck / Maier 1994, S. 57). Die Art der vorliegenden Daten ist 
dabei sehr unterschiedlich. So müssen z. B. in Item 1a die gefärbten Kreisseg-
mente im Hinblick auf die Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem 
codiert werden, in Item 2a sind es hingegen Zahllösungen, Rechnungen und 
Bilder.  
Über die Codierung der einzelnen Items bzw. Teilbereiche einzelner Items wurde 
in einem zweiten Schritt nach größeren Mustern im Datenmaterial geguckt: So 
ließen sich über verschiedene Items hinweg ähnliche Realisierungen in Bezug 
auf die Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem herstellen, so dass 
hier Codes möglichst übergreifend formuliert wurden.  
Die einzelnen Codes wurden zu Kategorien zusammengefasst, die sich an der 
Tragfähigkeit (bzw. für die Bilder an der Angemessenheit) für die Argumentation 
orientierten. Es wurden pro Item bis zu sechs Kategorien unterschieden: tragfä-
hig, vermutlich tragfähig, im Ansatz tragfähig, nicht tragfähig, sonstige, keine 
Angabe. Diese bewertenden Kategorien umfassen dabei inhaltliche Kategorien, 
die in den Kapiteln 5 bis 7 dargestellt werden (z. B. „Weniger als ein Ganzes“, 
vgl. Abschnitt 7.5.2). Für die Items 2a, 2b und 2c wurde noch zusätzlich die 
Kategorie „nur Bilder“ eingeführt, die rein bildliche Lösungen bzw. bildliche 
Lösungen mit erklärenden Texten umfasst. 
Die schriftlichen Dokumente wurden von der Verfasserin dieser Arbeit und einer 
dazu ausgebildeten Codiererin analysiert: Im ersten Schritt wurden die Daten 
kategorienentwickelnd von der Verfasserin codiert, im zweiten Schritt katego-
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riengeleitet durch die zweite Codiererin (vgl. auch Beck / Maier 1994 für dieses 
Vorgehen). Der zweite Schritt ermöglichte die Quantifizierung der Codes. 

Prüfung der Codierung 
Für die quantifizierende Analyse der Codes wurde die Interrater-Reliabilität (vgl. 
Wild / Krapp 2006) bestimmt: Als Maß für die Beurteilung der Beobachtungsre-
liabilität, d. h. den Einfluss der individuellen Deutungsunterschiede (vgl. Beck / 
Maier 1994, S. 57) des in dieser Arbeit entwickelten Codierschemas, wurde 
Cohen´s Kappa verwendet. Kappa kann Werte zwischen 0 und 1 annehmen. Je 
näher der Wert an 1 liegt, desto größer ist die Übereinstimmung.  
Der Tabelle 2-4 können die Werte für die Interrater-Reliabilität der einzelnen 
Testaufgaben (jeweils pro Item; für die Aufgabe 2 wurden Rechenwege und 
Bilder jeweils unabhängig voneinander codiert) entnommen werden. Die Be-
rechnung von Kappa wurde dabei auf zwei unterschiedliche Arten vorgenom-
men: Die erste Zahl gibt jeweils den Kappa-Wert über die einzelnen Codes be-
rechnet an; der Wert in Klammern wurde über die Kategorien berechnet. Bei 
beiden Berechnungen ergeben sich ähnlich hohe Übereinstimmungen.  
 

Item a b c
1 0,89 (0,88) 0,90 (0,89) 0,89 (0,88)
2 Wege: 0,85 (0,91)

Bilder: 0,94 (0,94) 
Wege: 0,90 (0,95)
Bilder: 0,83 (0,86) 

Wege: 0,82 (0,89)
Bilder: 0,85 (0,91) 

3 0,89 (0,85) 0,93 (0,89) nicht codiert
4 0,87 (0,86) 0,89 (0,89)

Tabelle 2-4: Interrater-Reliabilität für die durch Codierung ausgewerteten Items 

Punktvergabe für die quantitative Orientierung über die Testdaten 
Für die quantitative Analyse wurden für alle Items Punkte vergeben: Den Kate-
gorien wurden jeweils eine bestimmte Anzahl von zu vergebenden Punkten zu-
geschrieben: Pro tragfähig gelöster Teilaufgabe wurde 1 Punkt vergeben. Ant-
worten, die der Kategorie im Ansatz tragfähig zugerechnet wurden, erhielten 0,5 
Punkte, alle anderen bekamen 0 Punkte. Lediglich bei Aufgabe 5 wurde eine 
weitere Kategorie vermutlich tragfähig eingeführt (vgl. Abschnitt 7.5.3). Lösun-
gen, die in diese Kategorie fallen, wurden ebenfalls mit einem Punkt gewertet. 
Für die Items 2a, 2b und 2c wurden jeweils maximal 3 Punkte vergeben: 1 Punkt 
für die richtige Zahllösung (alle anderen Zahllösungen erhielten 0 Punkte), bis zu 
0, 0.5 oder 1 Punkt für eine Beschreibung des Rechenweges bzw. Bildes. Bei den 
Rechenwegen wurde auf das gleiche Kategoriensystem wie bei den anderen 
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Teilaufgaben zurückgegriffen und entsprechend Punkte vergeben. Für die Bilder 
wurde ein leicht abgewandeltes Kategoriensystem verwendet. Die Punktvertei-
lung lässt sich entsprechend übertragen.  
Tabellarische Übersichten über die Kategorien und Codes mit Beispielen werden 
für die vertieft ausgewerteten Items jeweils in den Abschnitten 5.2, 5.3, 6.2, 7.2 
und 7.5 gegeben. Dort werden auch Besonderheiten der Codierung für die ein-
zelnen Items beschrieben. 

2.7.5 Verortung der vertieft analysierten Daten in den  
Kapiteln 3 bis 8 

In den folgenden Kapiteln werden die Analysen der Interviews der Vorstudie 
sowie der Interviews und Testdaten der Hauptstudie mit Hilfe der in diesem 
Kapitel dargelegten methodischen Verfahren und vor dem in Kapitel 1 entwickel-
ten theoretischen Hintergrund dargestellt. Die Daten der Vorstudie werden in 
Kapitel 3 analysiert, der quantitative Überblick über die vertieft ausgewerteten 
Daten wird in Kapitel 4 dargestellt. Tabelle 2-5 gibt einen Überblick darüber, in 
welchem Teil der vorliegenden Arbeit die für die vertiefte Analyse ausgewählten 
Daten der Hauptstudie jeweils dargestellt werden.  
 

Konstellation Testaufgaben Interview-Auszüge
I Teil gesucht 1a: Abschnitt 5.2 

1b: Abschnitt 5.2 
2a: Abschnitt 5.3 Simon und Akin: Abschnitt 7.3.1

Laura und Melanie: Abschnitt 7.3.3 
II  Anteil gesucht 1c: Abschnitt 6.2 
III Ganzes gesucht 2b: Abschnitt 7.2 Simon und Akin: Abschnitt 7.3.1

Laura und Melanie: Abschnitt 7.3.3 
2c: Abschnitt 7.2 Simon und Akin: Abschnitt 7.3.2

Laura und Melanie: Abschnitt 7.3.4 
3a: Abschnitt 7.5 Ramona und Jule: Abschnitt 7.6.1

Simon und Akin: Abschnitt 7.6.2 
Laura und Melanie: Abschnitt 7.6.3 

3b: Abschnitt 7.5 

4a: Abschnitt 7.5 
4b: Abschnitt 7.5 

III Inter-Perspektive 3c: Abschnitt 8.3 Simon und Akin: Abschnitt 8.2
Tabelle 2-5: Übersicht über die vertieft ausgewerteten Daten im Aufbau dieser Arbeit 

Ausblick 
Im folgenden Kapitel 3 wird die Vorstudie dargestellt sowie ein Einblick in einen 
konkreten Bearbeitungsprozess gegeben. 



3 Warum der Blick auf den flexiblen Umgang 
mit Brüchen? – Eine Vorstudie 

Dieses Kapitel schildert den ersten Zugriff der Autorin auf die Thematik des 
Ganzen / der Bezugsgröße und die damit zusammenhängenden Strukturierungen 
der Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem. Dabei nimmt es eine 
Sonderstellung innerhalb dieser Arbeit ein, da es eine in sich abgeschlossene 
Studie darstellt, die sich in vielerlei Hinsicht von der eigentlichen Untersuchung, 
die in dieser Arbeit dargestellt und ausgewertet wird, unterscheidet: Es ist eine 
reine Interviewstudie, die sich innerhalb der Thematik der Bruchrechnung an 
einer völlig anderen Stelle verortet als die Hauptuntersuchung, denn der inhaltli-
che Fokus liegt auf einem Zugang zur Multiplikation von Brüchen und nicht auf 
dem allgemeiner gefassten Umgang mit Teil, Anteil und Ganzem. Darüber hin-
aus werden in dieser Studie Lernprozesse untersucht, während die Interviews der 
Hauptstudie Dokumentationen von Bearbeitungsprozessen sind. 
Obgleich die Multiplikation von Brüchen innerhalb dieser Arbeit keinen 
Schwerpunkt bildet, ist der Forschungsprozess durch die Erfahrungen und Er-
kenntnisse des ersten Zugriffs beeinflusst, denn das in den Interviews der Vorstu-
die zu Tage tretende Problem der unklaren Bezugsgröße des Anteils wurde zum 
Ausgangspunkt der vorliegenden Untersuchung. 
Die Autorin hat nun die Wahl bei der Darstellung zwischen einer alleinigen und 
„glatten“ Darstellung der Hauptuntersuchung (wobei sie sie als Endprodukt dar-
stellt) oder der Darstellung des Forschungsprozesses, indem die Vorstudie als 
Etappe auf dem Weg zur vorliegenden Arbeit erzählt wird.  
Dieses Kapitel ist der Versuch, die beiden forschungs- und designtechnisch un-
verbundenen, aber inhaltlich aufeinander aufbauenden Etappen zumindest an-
satzweise miteinander zu verbinden,  

• um dem Forschungsprozess gerecht zu werden und 
• um die Relevanz des Forschungsfokus auf das Ganze zu begründen,  
• aber ohne die Kohärenz der Arbeit zu gefährden.  

Daher wird diese Vorstudie nur in ihren wesentlichen Punkten geschildert (die 
Darstellung orientiert sich an Schink 2008) und durch einen ausgewählten Bear-
beitungsprozess zweier Schülerinnen illustriert. Ziel dieses Kapitels ist nicht eine 
ausführliche Darstellung der Vorstudie in allen Einzelheiten, sondern das Trans-
parentmachen der Logik des Forschungsprozesses der vorliegenden Hauptstudie. 

A. Schink, Flexibler Umgang mit Brüchen, Dortmunder Beiträge zur Entwicklung und

Erforschung des Mathematikunterrichts, DOI 10.1007/978-3-658-00921-2_3,

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2013
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3.1 Ausgangspunkt 
Ausgangspunkt für die Beschäftigung mit der Multiplikation von Brüchen waren 
die Ergebnisse einer Vielzahl empirischer Studien, die zeigen, dass diese vielen 
Lernenden schwerfällt: So können einige Schülerinnen und Schüler die Operati-
on nicht inhaltlich deuten oder wählen in Sachsituationen ungeeignete Operatio-
nen aus (vgl. z. B. Fischbein et.al. 1985, Wartha 2007, Prediger 2009a und viele 
andere; vgl. auch Kapitel 1 der vorliegenden Arbeit). Hinzu kommt auch die 
Schwierigkeit, dass durch die Zahlbereichserweiterung viele bekannte Operatio-
nen neu gedeutet werden müssen. Die Notwendigkeit des Aufbaus tragfähiger 
inhaltlicher Vorstellungen wird daher immer wieder betont (z. B. Malle 2004; 
Grassmann 1993a, 1993c; Prediger 2009b). 

3.2 Design und Forschungsfragen 
Bei der Vorstudie zu dieser Arbeit handelt es sich um eine Interviewstudie zum 
Zugang zur Multiplikation von Brüchen über das Falten von Anteilen. Aus-
gangspunkt war eine bereits existierende Lernumgebung aus dem Zahlenbuch 6 
(vgl. Affolter et al. 2004). Ähnliche Zugänge zur Multiplikation von Brüchen 
finden sich auch bei anderen Autoren (vgl. z. B. Sinicrope / Mick 1992). 
Dabei wird den Schülerinnen und Schülern eine Möglichkeit präsentiert, wie 
man 1/3 von 1/4 über das Falten bestimmen kann. Diesen Weg sollen sie zu-
nächst nachvollziehen und im Anschluss selbst für weitere Beispiele durchfüh-
ren. Der Anteil-vom-Anteil ergibt sich über die Betrachtung der Kästchen, die 
durch das Falten entstehen: Bestimmt man z. B. 2/5 von 3/4, so erhält man das in 
Abb. 3-1 dargestellte „Faltbild“: 2/5 von 3/4 ergeben 2 · 3 von 5 · 4, d. h. 6 von 
20 Kästchen, d. h. 6/20. Damit ist ein entscheidender Schritt auf dem Weg zur 
Multiplikation von Brüchen gemacht. Ein weiterer Schritt besteht darin, die 
Brüche als Anteile der Seitenlängen und die Multiplikation von Brüchen als 
Flächeninhalt zu deuten. 
 

                    

     3/4 und 2/5            

                    

                    

 
Abb. 3-1: 2/5 von 3/4 ist 6/20 
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In der Vorstudie dieser Arbeit wurde der Ansatz aus dem Zahlenbuch in einer 
leicht modifizierten Form in vier halbstandardisierten Partnerinterviews und 
einem Einzelinterview eingesetzt, die jeweils ca. 30-110 Minuten dauerten und 
sich z. T. auf zwei Sitzungen erstreckten. Die videographierten Prozesse wurden 
im Anschluss qualitativ analysiert. 
Die Interviewteilnehmer, Schülerinnen und Schüler einer 6. Gymnasialklasse aus 
Nordrhein-Westfalen, hatten Vorerfahrungen in einem handlungsorientierten 
Zugang zu Brüchen gesammelt (Vorstellung vom Teil eines Ganzen in Vertei-
lungssituationen) und begannen zum Zeitpunkt der Interviews im Unterricht mit 
der Behandlung der Addition, der Subtraktion, dem Erweitern und dem Kürzen. 
Das Ziel dieses ersten Zugriffs war, gemäß des Prinzips der fortschreitenden 
Schematisierung (vgl. Treffers 1983 und 1987) eine Vorstellung der Multiplikati-
on von Brüchen über den Anteil-vom-Anteil aufzubauen. Dabei sollten Anteile 
über das Falten bzw. Zeichnen bestimmt werden. Die Interviews begannen mit 
Anteilen von Anteilen mit Stammbrüchen; später kamen Nicht-Stammbrüche 
hinzu. Dabei wurde ausprobierend der Anteil vom Anteil bestimmt. Im weiteren 
Verlauf machten die Schülerinnen und Schüler zunächst Vorhersagen zum Er-
gebnis, indem sie einen Zusammenhang zwischen den zuvor gefalteten und ge-
zeichneten Bildern und dem abgelesenen Ergebnis herstellten.  
Aufgrund des Ziels, die Wirkungsweisen einer bereits existierenden, leicht adap-
tierten Lernumgebung auf die Wissensstände von Lernenden zu beforschen, 
können die Interviews als Design-Experimente bezeichnet werden (vgl. Grave-
meijer / Cobb 2006, Cobb et al. 2003). 
Die Forschungsfragen an diese Untersuchung waren (Schink 2008): 

1. Welche inhaltlichen Vorstellungen bringen die Schülerinnen und Schüler     
     mit, welche entwickeln sie?   
2. Welche (Denk-)Hürden treten auf? 

3.3 Fallbeispiel eines ausgewählten Prozesses 
Im Folgenden wird als Fallbeispiel eine Schlüsselszene dieser Untersuchung 
dargestellt, die die vorliegende Arbeit entscheidend beeinflusst hat, da sie eine 
konzeptionelle Schwierigkeit vieler Lernender mit dem Anteil-vom-Anteil plas-
tisch zeigt. Dabei wird der Gesprächsausschnitt in den wesentlichen Etappen 
tabellarisch dargestellt. Der Schwerpunkt der Darstellung liegt auf der Rekon-
struktion der gezeichneten Bilder der interviewten Mädchen Ronja und Patrizia, 
da in diesen am deutlichsten die komplexen (Um-)Deutungen der graphischen 
Situation deutlich werden. 
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Ronja und Patrizia und die unklare Bezugsgröße 

Einordnung der Szene in das Gesamtinterview 
Ronja und Patrizia sind Schülerinnen der Klasse 6, die sehr gut ihre Gedanken 
und Ideen verbalisieren können. Der hier dargestellte Interviewausschnitt ist Teil 
der zweiten Interviewsitzung mit Ronja und Patrizia und dauert 10:44 Minuten.  
Zuvor haben die Schülerinnen im Interview Anteile von Anteilen mit Stammbrü-
chen und Nicht-Stammbrüchen übers Falten oder Zeichnen bestimmt und erfolg-
reich erste Vorhersagen für das Ergebnis vorgenommen. Dabei hatte bisher die 
Interviewerin immer die Aufgaben vorgegeben, die bearbeitet werden sollten. 
Nun lässt sie die Mädchen selbst Aufgaben ausdenken, damit diese das Funktio-
nieren ihrer gefundenen Regel auch an eigenen Beispielen überprüfen können. 
Der Impuls, den sie dabei gibt, ist, eine „fiese“ Aufgabe zu nehmen (d. h. als 
echte Bewährungsprobe für die entdeckte Regel). 
Ronja und Patrizia stellen sich daraufhin die Aufgabe, 5/7 von 10/8 zu bestim-
men, stellen damit also eine für sie neue Art Aufgabe auf, da der zweite Anteil 
größer als 1 ist. Dieser strukturelle Unterschied zu den bisher bearbeiteten Auf-
gaben scheint ihnen dabei durchaus bewusst zu sein, wie Ronjas Kommentar zu 
Beginn der Szene andeutet (vgl. Z. 10 des hier nicht vollständig abgedruckten 
Transkripts): „…Das ist mehr als ein Ganzes – oder? – ja“.  
Zunächst bestimmen sie das Ergebnis rechnerisch richtig mit der von ihnen ge-
fundenen Regel. Anschließend fertigen sie eine Zeichnung an, in der sie aller-
dings nicht das vorhergesagte Ergebnis 50/56, sondern den Anteil 50/70 ablesen, 
da sie das gezeichnete Rechteck umdeuten. Sie fertigen daraufhin eine neue 
Zeichnung an, die aber ebenfalls nicht zum vorhergesagten Ergebnis führt. Da-
raufhin entwickeln sie die Idee, dass das abweichende Ergebnis etwas damit zu 
tun haben könnte, dass „es“ (vermutlich der zweite Anteil) nicht innerhalb eines 
Ganzen ist. Sie modifizieren ihre allgemeine Berechnungsregel, indem sie sie auf 
Anteile innerhalb eines Ganzen einschränken. Anschließend wählen sie ein wei-
teres Beispiel, 5/7 von 7/8, das den Bedingungen, die sie für das Funktionieren 
der Regel aufgestellt haben, entspricht und bestätigen diese damit. 
Der Fokus der Analyse selbst liegt auf der Frage, wie und welche Verbindungen 
die beiden Mädchen zwischen dem Term und der dazu angefertigten Zeichnung 
herstellen und welches Ganze sie für den jeweils betrachteten Anteil annehmen 
(für methodologische Überlegungen zur Auswertung von Interviews vgl. Kapitel 
2 der vorliegenden Arbeit). 
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Möglicher Lösungsweg zur gewählten Aufgabe 5/7 von 10/8 
Es ist zu beachten, dass bei der Aufgabe, die sich die beiden Mädchen gestellt 
haben, durch den Anteil größer 1 über das eigentliche Ganze (beim Falten eines 
Papiers entsprechend über das reale Blatt) hinausgegangen werden muss: Es 
muss ein Teil (hier 2/8 vom ursprünglichen Ganzen) ergänzt werden, der eigent-
lich einem neuen gleichartigen Ganzen entstammt (das „virtuelle“ Blatt). 
 

 
Abb. 3-2: Möglicher Lösungsweg zur Aufgabe 5/7 von 10/8 

 
Von diesem neuen Ganzen, das größer als das ursprüngliche Ganze ist, wird dann 
der zweite Anteil, 5/7, wie gewohnt bestimmt. Die entscheidende Umdeutung 
muss bei der Interpretation des insgesamt doppelt gefärbten Teils vorgenommen 
werden: Dieser Teil muss wieder in das alte Ganze – das „reale“ Blatt – umgelegt 
werden und bezieht sich auf dieses: 5/7 von 10/8 sind 50/56 von 56/56, d. h. dem 
ursprünglichen Ganzen (vgl. Abb. 3-2). 

Das Ganze 8/8 vom Ganzen 

2 Ganze 10/8 vom Ganzen Æ  
1 Ganzes und 2/8 vom zweiten Ganzen 

5/7 von 10/8 Ins erste Ganze 
umlagern 

5/7 von 10/8 ist 50/56 
(vom ersten Ganzen) 
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Erläuterung der Darstellung der Analyse 
In Abbildung 3-3 findet man eine schematische Erläuterung der in den Bildern 
genutzten Zeichen. Dabei handelt es sich bei den Zeichnungen um die schema-
tisch nachgestellten Skizzen der Mädchen bzw. die Aussagen, die diese während 
der Interviews produzierten. 
 

 
Abb. 3-3: Erläuterung der schematischen Bilder der Analyse 

 
Im Folgenden werden die wesentlichen Etappen des Interviews abschnittsweise 
dargestellt. Jeder Abschnitt wird dabei durch eine Tabelle eingeleitet: In der 
ersten Spalte steht die Zeile des Interviewtranskripts, in der zweiten die handeln-
de Person (R = Ronja, P = Patrizia), in der dritten der Transkriptausschnitt und 
eine schematische Darstellung des Ausschnitts aus der Grafik, den die Mädchen 
betrachten, in der vierten die betrachtete(n) Zahl(en) der jeweiligen Aufgabe und 
in der fünften die Interpretation im Hinblick auf den Forschungsfokus.  
Bei den schematischen Bildern werden zum einen die Originalzeichnungen der 
Mädchen nachgebildet, zum anderen werden ihre verbalen Bezugnahmen sche-
matisch symbolisiert. 
 
 

Das „reale䇾 
Blatt 

Das „virtuelle䇾 
Blatt, das ergänzt 
werden müsste 

Über das „reale䇾 Blatt 
hinausgehend ergänzter 
Teil (blau) bzw. Ganzes 
(rot) 

Trennung zwischen 
„realem䇾 und 
„virtuellem䇾 Blatt 

Die fokussierte 
Fläche: blau ist 
der Teil, rot 
das Ganze 
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Analyse der zentralen Interviewstellen 

Teil 1: Vorhersage des Ergebnisses mit der gefundenen Regel 
Z P Transkriptausschnitt und Schema Zahl Interpretation
8 R „mh 5/7 - von - pf - 10/8 od- [P 

schreibt auf; P „oh“; R schaut P beim 
Schreiben zu] ist [unverständlich; 
vermutlich: „jetzt was“] Fieses"  

10/8? Eine eigene Aufgabe „5/7 von 
10/8“ wird zur Überprüfung der 
Regel gestellt. Dabei ist der 
zweite Anteil größer als 1. 

10 R „…Das ist mehr als ein Ganzes -
oder? - ja“  

10/8? „mehr als 1 Ganzes“. Unklar ist, 
ob auf 10/8, das Ergebnis oder 
das Blatt bezogen. 

17-
20 

R
,
P 

„7 mal 8 […] Das sind 56tel. 50/56“ (Z•Z)
   : 
(N•N) 

Das Ergebnis wird nach der 
selbst gefundenen Regel und 
mathematisch richtig berechnet 
als 50/56. 

 
Ronja und Patrizia stellen sich die Aufgabe, 5/7 von 10/8 zu bestimmen (vgl. Z. 
8). Dabei bestimmen sie das Ergebnis zunächst rechnerisch korrekt über die von 
ihnen im Verlaufe des Interviews entdeckte Regel als 50/56 (Z. 17-20). 

Teil 2: Zeichnerisches Anteil-vom-Anteil-Nehmen 
Z P Transkriptausschnitt und Schema Zahl Interpretation
22 P „[...] dann kann man versuchen, in 8 

Teile [...]“ 
10/8 Das reale Blatt wird als Ganzes 

gesehen und in 8 Teile entspre-
chend dem einen Nenner geteilt. 
Das virtuelle Blatt wird hier nicht 
berücksichtigt. 

28-
33 

P „…da müssen ja noch 2 dran […] das 
sind 10/8 […] Da ist das eine Papier 
zu Ende [...].“ 
 

 

10/8 Fokus auf den Zähler: Er gibt 
an, wie viel vom Ganzen ge-
nommen wird. Da eine 10 im 
Zähler steht, müssen es 10 und 
nicht 8 Achtel, (Spalten) sein. 
Wichtig erscheint die Trennung 
zwischen dem Blatt und den 
zusätzlichen Streifen. Strukturie-
rung in unterschiedliche Einhei-
ten: Blatt, Rechteck, Streifen 

39 P „[zeichnet erst Punkte für die Reihen, 
zeichnet dann die sieben Reihen 

5/7 Der Fokus liegt auf dem zweiten 
Nenner: Er gibt die horizontale 
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(waagerecht) ein und zählt nach; 
teilweise nicht im Bild zu sehen; noch 
ohne die Markierung der Kästchen ] ja 
okay – 5/7“ 

 

Einteilung an (7tel als horizonta-
le Streifen). 
Das ganze Rechteck (Blatt + 
zwei Spalten) ist das Ganze für 
die 7tel. 

40 P "Jetzt müssen wir wieder die 8tel 
aus´m Spiel lassen und dann davon 5 
nehmen [...]; 1,2,3,4,5 bis hier. [...]“ 

 

5/7 
von 
8/8 

Das Ganze für die 5/7 ist nur 
das „Blatt“, d. h. die zwei Spal-
ten (das 9. und 10. 8tel) werden 
nicht berücksichtigt. 
Sie bleiben innerhalb des realen 
Blattes. 

42 R "Und dann hier 1,2 [...] – auch das da 
unten bis da hinten doch [...]“ 

 

5/7 
von 
10/8 

Das Ganze für die 5/7 wird 
erweitert: Es ist das ganze 
Rechteck (reales Blatt und zwei 
Spalten des virtuellen Blattes, 
d. h. das achte und neunte 8tel). 

 
Im zweiten Teil dieses Gesprächsausschnitts sollen die Mädchen das Ergebnis 
am Rechteckbild überprüfen (Ronja und Patrizia ziehen ziemlich zu Beginn des 
Interviews das Zeichnen dem Falten von Anteilen vor). Hierbei teilen sie zu-
nächst das von ihnen gezeichnete Rechteck in acht Streifen ein, d. h. sie identifi-
zieren es mit 8/8 (Z. 22). Doch sie stellen sofort fest, dass sie der Aufgabe ent-
sprechend 10/8 benötigen, deshalb ergänzen sie das gezeichnete Rechteck um 
zwei weitere Spalten (Z. 28-33; nicht vollständig abgedruckt). Auffällig ist auch 
im weiteren Verlauf des Interviews, dass die beiden Mädchen z. T. in der Sprache 
der „Faltblätter“ kommunizieren und das gezeichnete Rechteck als ein „Papier“ 
identifizieren (vgl. ebd.).  
Diese zehn Streifen nutzen sie als Ganzes für den Anteil 5/7: Sie unterteilen die 
zehn Streifen quer zur vorhandenen Einteilung in sieben Streifen (Z. 39). An-
schließend markieren sie die Kästchen: Zunächst beschränken sie sich beim 
Einfärben auf die durch das Rechteck eingerahmten 8/8 und zeichnen hiervon 
5/7 ein (Z. 40). Dabei beziehen sie sich kurzfristig auf ein falsches, da zu kleines 
Ganzes. Die Beschränkung auf die 8/8 kann u. U. dadurch zu Stande gekommen 
sein, dass der Kontext des ganzen Blattes bzw. des ganzen Rechtecks sehr stark 
ist: In allen Beispielen zuvor haben die Mädchen Anteile innerhalb dieser auch 
optisch starken Einheit bestimmt. Durch das Hinausgehen über den Anteil 1 wird 
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diese Einheit „aufgebrochen“, denn das Ganze für den zweiten Anteil muss nun 
außerhalb des Rechtecks / des Papiers gesucht werden (und gleichzeitig bleibt 
das Ganze für den zu bestimmenden Anteil das ganze Papier; vgl. unten). Diesen 
falschen Bezug stellen Ronja und Patrizia sehr schnell selbständig fest und er-
weitern die Markierung der Kästchen auf die zuvor „angehangenen“ zwei Spal-
ten (Z. 42). 

Teil 3: Den Anteil im Bild identifizieren 
Z P Transkriptausschnitt und Schema Zahl Interpretation
44 R "[...] 10 mal 7 ist 70´"

 

7•10
 
(5/7 
von 
10/8) 

Das Ganze ist das ganze 
Rechteck (das „Blatt“ + zwei 
Spalten, d. h. 10/8). Die Käst-
chenanzahl dieses Rechtecks 
wird berechnet. Auf der Zahl-
ebene bedeutet das, dass 
Zähler mal Nenner gerechnet 
wird, d. h. durch den Bruch 
größer 1 drehen sich hier die 
Rollen der Zahlen: Eigentlich 
wären 10•5 und 7•8 die relevan-
ten Operationen). 

48 R „Ja es sind 70 – sind 70tel […] und 5 
mal 10 sind 50 sind 50/70" 

 

70
 
5•10 
 
(5/7 
von 
10/8) 

Das Ganze (für alles) ist das 
ganze Rechteck (s. o.). 
Doppelbelegung der 10 für die 
Berechnung der Gesamtkäst-
chenanzahl und für die Berech-
nung des Teils vom Ganzen. 

49, 
51 

P „Warte mal kurz- wir haben ja gesagt 
5 mal 10 sind 50 und 7 mal 8 sind 56, 
- also das sind jetzt [zählt mit dem 
Stift zuerst die Spalten, dann die 
Reihen bis 5 ab und murmelt dabei 
die Zahlen vor sich hin] das hier sind 
jetzt die 50 [fährt mit dem Stift die 
Kanten des gefärbten Rechtecks ab; 
im Video nicht ganz zu sehen]“ 
„Und 56tel [zählt die Spalten und 
Zeilen ab]“ 

5•10 
 
(5/7 
von 
10/8) 
 
7•8 
 
(5/7 
von 
10/8) 

Kognitiver Konflikt: 
Das mit der Regel gefundene 
Ergebnis 50/56 kann nicht in der 
Zeichnung identifiziert werden: 
Die 50 kann man gut erkennen, 
aber anstatt der 56 Kästchen für 
das Ganze sind hier 70 Käst-
chen (10/8) markiert. 
 

 
Im nächsten Teil dieser Intervieweinheit nutzen Ronja und Patrizia ihr gezeich-
netes Bild, um den Anteil, den sie eingefärbt haben, abzulesen und mit dem zu-
vor berechneten zu vergleichen. Zunächst berechnen sie die Anzahl der insge-
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samt vorhandenen Kästchen durch die Multiplikation der Seitenlängen: Zehn 
Spalten und sieben Reihen ergeben insgesamt 70 Kästchen. An dieser Stelle 
interpretieren Ronja und Patrizia diese Zahl als den Nenner des gesuchten An-
teils: 70tel (vgl. Z. 44, 48). Dieses Vorgehen ist in Übereinstimmung mit ihrer 
bisher immer erfolgreichen Strategie, die Gesamtanzahl der Kästchen und damit 
den Nenner des Anteils zu bestimmen. Der Unterschied besteht hier jedoch darin, 
dass durch die Seitenlängen des Rechtecks eine Fläche festgelegt ist, die über ein 
Ganzes hinausgeht: Die Breite des Rechtecks beträgt nicht 1, sondern 10/8, d. h. 
die beiden angehangenen Spalten waren zwar zur Bestimmung des Zählers not-
wendig, aber zum Ablesen des Nenners nicht geeignet. Daher können die beiden 
Mädchen auch den Zähler des Anteils, den sie berechnet haben, in ihrer Zeich-
nung wieder finden; für das Ablesen des Nenners muss jedoch das Bild neu 
strukturiert werden. Der notwendige Wechsel auf das Blatt als Ganzes zum Able-
sen des Anteils ist an dieser Stelle subtil. 
So sind Ronja und Patrizia auch zunächst vom an der Zeichnung abgelesenen 
Anteil irritiert: 50/70 stimmt nicht mit der berechneten Zahl überein (Z. 49/51). 

Teil 4: „Vielleicht muss dann die Ecke wieder ab?“ 
Z P Transkriptausschnitt und Schema Zahl Interpretation
53, 
55 

P „[…] und wir haben an das eine Blatt 
[…] ja noch welche drangehangen 
[…] weil das eine Blatt 56 [...]“ 

 

das 
eine 
Blatt 

Idee: Die Verlängerung vom 
Blatt durch die zwei Spalten 
könnte von Bedeutung für das 
Problem sein.  
Es scheint, dass Patrizia die 56 
in einem Blatt identifiziert. 

58 R "[...] Vielleicht muss dann die Ecke 
wieder ab?“ 

 

2 
Strei-
fen 

Ausgestaltung dieser Idee: Die 
beiden Spalten von dem „virtuel-
len“ Blatt („Ecke“) zählen viel-
leicht nicht und müssen wieder 
ab, d. h. nicht berücksichtigt 
werden. 

61 P „Da steht ja 10/8 [Zeigt auf den ge-
schriebenen Bruch; Pause, 4 sec]- ja 
aber die ist ja eigentlich… [...] …die 
ist ja eigentlich egal, weil die hat ja - 
keinen Sinn, oder weil - 4 Siebt- äh 
5/7 - von 10/8 - nee das stimmt nicht, 
das ist -“ 

10? Vielleicht: Die 10 macht keinen 
Sinn, denn sie hat für die Einheit 
/ Gesamtanzahl der Kästchen 
keine Funktion, weil sie im 
Zähler steht und damit für den 
Teil zuständig ist. D. h. 56 
stimmt und 70 ist falsch? 
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Die Mädchen scheinen eine Ahnung zu haben, woran die von ihnen festgestellte 
Differenz zwischen den beiden Ergebnissen liegen könnte, denn nachdem sie die 
Zeichnung untersucht und die Struktur noch einmal betrachtet hat, stellt Patrizia 
fest, dass sie ja noch zwei Spalten an das Blatt gehangen hatten (Z. 53, 55, 61; 
nicht vollständig abgedruckt). Und auch Ronja äußert die Vermutung, dass viel-
leicht die angefügte „Ecke“ wieder weggenommen werden müsste (Z. 58; nicht 
vollständig abgedruckt). An dieser Stelle zeigt sich ganz deutlich die Stärke der 
beiden Mädchen, mit dieser Situation umzugehen: Obgleich hier ein kognitiver 
Konflikt zu Tage tritt, denn eine zuvor immer funktionierende Regel lässt sich 
nun plötzlich nicht mehr mit dem Bild in Verbindung bringen, kapitulieren die 
Mädchen nicht, sondern versuchen, die beiden scheinbar nicht zueinander pas-
senden Situationen miteinander zu verbinden.  

Teil 5: „Vielleicht klappt das nur nicht bei denen, die mehr als ein Ganzes 
sind?“ 

Z P Transkriptausschnitt und Schema Zahl Interpretation
62, 
66 

R „Sekunde mal, lass mal was von 
vorne an malen. [Zeichnet Umran-
dung von neuem Rechteck.] Diesmal 
etwas größer“ „Dann müssen wir die 
in 10 teilen. [...]" 

 

10/
10 

Neuer Ansatz: neue Zeichnung 
anfertigen (größer). Das Recht-
eck ist das Ganze und soll in 
zehn Streifen geteilt werden 
(somit wird aus den 10/8 ma-
thematisch 10/10). Hier unter-
scheiden die Mädchen nicht 
mehr offensichtlich zwischen 
„8/8 + 2/8 (d. h. 10/8)“ bzw. „ein 
Ganzes in zehn Teile teilen 
(d. h. 10/10)“. 

67 P "Äh äh [verneinend] - da steht ja 10/8. 
Ich denk mal das ist schon richtig, nur 
dann -tz kann das hier nicht klappen. 
[Zeigt auf den geschriebenen Term.]“ 

10 Vermutlich: Das was sie vorher 
als Bild konstruiert haben zur 
Situation ist richtig, aber die 
Rechenregel kann dann nicht 
stimmen. 

68, 
72 

R „[macht Markierungen für Spalten] [...]
[zeichnet Spalten ab der zweiten 
Markierung von rechts durch; zählt 
anschließend Spalten nach und erhält 
zehn] mhm - und die 10 wieder in 7 
Teile…" „[Macht sechs Markierungen 
in der ersten Spalte für die sieben 
Zeilen und zeichnet sie ein.] Vielleicht 
klappt das nur nicht bei denen, die 
mehr als ein Ganzes sind?" 

10/
10 

Das Rechteck ist das Ganze, 
wird in zehn Streifen geteilt und 
aus den 10/8 werden 10/10. 
Gleichzeitig Idee, dass es zwei 
Qualitäten von Aufgaben gibt: 
Wenn der Anteil größer 1 ist, 
dann gilt die Rechenregel nicht. 
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Im nächsten Schritt versuchen die Mädchen selbständig, die Ergebnisse erneut zu 
überprüfen, indem sie ein neues Bild (diesmal größer) zeichnen (vgl. Z. 62, 66; 
nicht vollständig abgedruckt). Dabei zeichnen sie zunächst ein Rechteck, das sie 
in zehn Spalten einteilen. Betrachtet man diese Zeichnung aus mathematischer 
Sicht, so haben sie eigentlich erneut die Rolle der 10 im Zähler des zweiten An-
teils getauscht: Dadurch, dass sie zu einer der Seitenlängen des Rechtecks wird, 
rutscht sie in den Nenner des Anteils, denn es werden Zehntel eingezeichnet.  
Im Folgenden (Z. 67-72; nicht vollständig abgedruckt) entwickelt Ronja eine 
Idee, wie die von ihnen gefundene Regel modifiziert werden könnte, damit Bild 
und Regel wieder zueinander passen: „Vielleicht klappt das nur nicht bei denen, 
die mehr als ein Ganzes sind?“ (Z. 72) 

Teil 6: Überprüfung der Regel an einem anderen Beispiel: 5/7 von 7/8 
Z P Transkriptausschnitt und Schema Zahl Interpretation
76- 
98 

P
,
R 

„[gleichzeitig] ... in einem [Tippt auf 
das Gitter.] Weil wenn wir jetzt – uah 
– 5/7 von 7/8 nehmen… [Schreibt die 
Rechnung parallel auf.]“ 
 
"5/7 von 7/8 […] dann – braucht man 
nur 7/8 und brauchen die 10tel ja 
nicht mehr- ... [...]" 

 
 
„5/7. […] 1,2,3,4,5 davon [...] wäre 
diese Fläche [...]“ 

 
 
"[…] und dann sind das insgesamt ja 
– 56´und […]" 

 
 
„Und 5·8 sind 4 – hä? […]" 

5/7 
von 
7/8 

Neues Beispiel zum Verifizieren 
der Theorie der beiden, dass die 
Rechenregel nur dann klappt, 
wenn die Brüche kleiner 1 sind. 
 
Verifizierung; hier (Z. 80) explizit 
Gleichsetzung von 10teln und 
10/8 Æ impliziter Rollenwechsel 
von Zähler und Nenner im 
geometrischen Gebilde. Sie 
nehmen als Ganzes nur 7/8 und 
nicht 8/8. 
 
5/7 werden von 7/8 eingezeich-
net. 
 
 
 
 
 
Bestimmen die Gesamtanzahl 
an Kästchen. 
 
 
 
 
 
Haben anstatt 7/8 8/8 als Gan-
zes für 5/7 genommen. 
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„[…] Ach so ja das is weg […] 7 mal 
[...] 5 sind 35 und dann passt es 
wieder […] Also es geht nur innerhalb 
einem Ganzen“ 

 

 
 
 
Bestätigung der individuellen 
Regel: „Also es geht nur inner-
halb einem Ganzen“ 
(Bekräftigung in Z. 113; hier 
nicht abgedruckt) 

 
Ronja stellt den Gültigkeitsbereich der Regel in Frage, nicht jedoch das Bild 
selbst. Vermutlich zur Überprüfung dieser Hypothese suchen sich die beiden 
Mädchen im Folgenden eine neue Aufgabe: Diese entspricht strukturell wieder 
den zuvor bearbeiteten Aufgaben, bei denen die Regel funktionierte, unterschei-
det sich aber auch von den Zahlen her nicht zu stark von der zuletzt bearbeiteten, 
so dass sie das angefangene Bild weiter nutzen können (Z. 76-98; nicht vollstän-
dig abgedruckt): 5/7 von 7/8. Diese Aufgabe lösen sie bis auf eine Stelle, wo sie 
den Teil auf ein zu kleines Ganzes beziehen, souverän und bekräftigen die von 
ihnen vermutete Einschränkung, dass die Rechenregel nur „innerhalb eines Gan-
zen klappt“ (Z. 113; hier nicht abgedruckt). 
 
Zusammenfassung 
Insgesamt zeigt dieser Interviewausschnitt die komplexen Umdeutungen, die 
beim Bestimmen des Anteils-vom-Anteil notwendig sind: Die Funktionen von 
Zähler und Nenner müssen in der Zeichnung identifiziert und auseinander gehal-
ten werden. Strukturgleiche Bilder (das Rechteck, das aus zehn Spalten besteht 
und das Rechteck, das aus acht Spalten besteht und wo noch zwei weitere Spal-
ten angehangen werden) können daher unterschiedlich gedeutet werden – je nach 
Kontext. Das Hinausgehen über und das Rückbeziehen auf das Ganze, das hier 
nicht mehr offensichtlich erkennbar ist, erfordert Strukturierungsarbeit. 
Die beiden Mädchen meistern diese Anforderungen sehr gut, denn sie nutzen von 
Anfang an direkt die Struktur des Blattes und der angehangenen Spalten – sie 
vollziehen lediglich nicht den letzten Schritt, die Kästchen wieder in das ur-
sprüngliche „Blatt“ umzuschichten. 
Erschwert wird dies u. U. auch dadurch, dass dieser hier gewählte Zugang nicht 
inhaltlich angebunden wird (vgl. Schink 2008). Auch die Anteile größer 1 stellen 
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für einen ersten Zugriff keine Standardsituation dar und machen die Situation 
komplex. Gleichwohl zeigt sich, dass die Frage nach dem richtigen Ganzen für 
den Anteil eine berechtigte Frage ist (vgl. auch z. B. Mack 2000). 

3.4 Diskussion der empirischen Befunde 
Die Forschungsfragen zu dieser Interviewstudie konnten so wie folgt beantwortet 
werden (vgl. Schink 2008): 
Lernende nutzen die ihnen vertrauten bildlichen Bruchvorstellungen, die sie im 
Unterricht erworben haben, die aber nicht immer hilfreich sind, wenn es um das 
Entdecken der Flächeninhaltsformel geht. Wird diese Struktur jedoch bereitge-
stellt, so gelingt es vielen Lernenden im Allgemeinen, die Multiplikationsformel 
für Brüche über die Flächeninhaltsberechnung zu entdecken. 
Neben weiteren Hürden, die durch die Gestaltung des Zugangs erzeugt werden 
(in der hier realisierten Form wird die Faltrichtung nicht wie im Zahlenbuch 6 
vorgegeben, jedoch führen nicht alle Faltvorgänge – für Lernende aus der Vor-
schauperspektive nicht offensichtlich – zur Multiplikation) ist die unklare Be-
zugsgröße eine konzeptuelle Schwierigkeit. So ist die Frage, ob sich der Anteil 
auf das Ganze selbst oder auf einen Teil vom Ganzen bezieht, ob Anteile oder 
absolute Zahlen gefragt sind.  
 

    
Abb. 3-4: Timos Lösung: Ist „1/8 von 1/5“ 1/8 oder 1/40? 

 
Der Wechsel des Ganzen ist notwendig, aber z. T. auch für Lernende verwirrend. 
Das zeigt sich zum Beispiel in der Lösung von Timo, der sich ebenfalls mit Auf-
gaben zum Bestimmen des Anteils-vom-Anteil – hier konkret 1/8 von 1/5 – be-
schäftigt hat. Dabei stellte sich ihm das Problem der Bezeichnung der kleinsten 
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Einheit (vgl. Timos Lösung in Abb. 3-4): Ist 1/8 von 1/5 nun eigentlich 1/8 oder 
1/40? Nach einem Blick zu seinem Interviewpartner und erneutem Lesen der 
Aufgabenstellung änderte er 1/8 in 1/40. 
Das Verständnis des Relativen Anteils für die Vorstellung des Anteil-vom-Anteil-
Nehmens erscheint dabei als sehr wichtig, wenn wirklich ein inhaltliches Ver-
ständnis der Multiplikation von Brüchen entwickelt werden soll: Nur wer die 
Anteile und Bezugsgrößen / Ganzen richtig aufeinander beziehen kann, wer also 
die strukturellen Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem richtig 
nutzt, kann die Operation wirklich durchdringen und läuft nicht Gefahr, nur ei-
nen sinnentleerten Kalkül zu nutzen. Das Denken in flexiblen Bezügen zwischen 
Teil, Anteil und Ganzem erscheint damit als ein wichtiger Schritt bereits vor der 
eigentlichen Multiplikation. 
An dieser Stelle schließt sich die Hauptuntersuchung des hier vorliegenden Pro-
jektes an, in dem die Vorstellungen von Lernenden zum Ganzen und seinen Be-
ziehungen zu Teil und Anteil erhoben und Möglichkeiten eines flexiblen Um-
gangs mit Brüchen entwickelt werden. 
  



4 Quantitative Überblicksauswertung des 
schriftlichen Tests  

Dieses Kapitel stellt einen kurzen quantitativen Überblick zur Orientierung über 
die vertieft mittels Codierung ausgewerteten Aufgaben(teile) der schriftlichen 
Erhebung der Hauptstudie dar (für die Auswahlkriterien der Items für die vertief-
te Analyse s. Abschnitt 2.5.2). Dabei werden von den Aufgaben 1, 2, 3 und 4 
folgende Teilaufgaben (Items, d. h. die eigentlichen Analyseeinheiten) codiert 
und vertieft analysiert: 1a, 1b, 1c, 2a, 2b, 2c, 3a, 3b, 4a sowie 4b. 
In vier Stufen wird in Abschnitt 4.1 ein immer detaillierteres und fokussierteres 
Bild im Hinblick auf den Umgang mit Brüchen und das Herstellen von Zusam-
menhängen zwischen Teil, Anteil und Ganzem gezeichnet und somit die qualita-
tive Auswertung vorbereitet. Das Kapitel schließt mit einem Ausblick auf die 
inhaltliche Struktur und den Zusammenhang der folgenden qualitativen Analysen 
in den Kapiteln 5 bis 8 (Abschnitt 4.2). 

4.1 Quantitativer Überblick in vier Stufen  
Die Darstellung der quantitativen Analyse gliedert sich in vier Stufen von zu-
nehmender Detailliertheit im Hinblick auf den Analysefokus zum Umgang mit 
Teil, Anteil und Ganzem: Stufe 1 gibt einen Überblick über die in den Items 
insgesamt erreichten Punkte. In Stufe 2 werden die erreichten Punkte nach Auf-
gaben aufgeschlüsselt. Stufe 3 bezieht sich auf den in Kapitel 1 dargestellten 
theoretischen Hintergrund und zeigt die Verteilung der Punkte auf die drei Kons-
tellationen. Stufe 4 schließlich gibt einen Überblick über die Punktverteilung auf 
die einzelnen Items mit Fokus auf die Qualität von Teil, Anteil und Ganzem und 
stellt die kleinste Analyseeinheit dar. Damit leitet Stufe 4 zu der qualitativen 
Detailanalyse der einzelnen Items in den Kapiteln 5 bis 8 über.  

4.1.1 Stufe 1: Gesamtpunktzahlen 
In Stufe 1 der quantitativen Auswertung wird der Erfolg der Schülerinnen und 
Schüler bei der Bearbeitung der vertieft mittels Codierung ausgewerteten Testi-
tems insgesamt betrachtet. Mit dieser Stufe wird ein Gesamtüberblick über den 
Erfolg der Gruppe erreicht, der eine erste Orientierung darstellt und noch keine 
direkte Bezugnahme zu den Forschungsfragen im Hinblick auf den Umgang mit 
Brüchen und das Herstellen von Zusammenhängen zwischen Teil, Anteil und 
Ganzem zulässt.  

A. Schink, Flexibler Umgang mit Brüchen, Dortmunder Beiträge zur Entwicklung und

Erforschung des Mathematikunterrichts, DOI 10.1007/978-3-658-00921-2_4,
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Der Bearbeitungserfolg wird durch die Anzahl der von den Schülerinnen und 
Schülern jeweils erreichten Punkte gemessen. Insgesamt wurden für die hier 
analysierten zehn Items mit Berücksichtigung der Rechenwege und Bilder für 
Aufgabe 2 (s. u.) 16 Punkte vergeben.  
Die Punkte werden nach dem in Abschnitt 2.7.4 erläuterten Verfahren vergeben: 
Dabei werden Antworten, die den Kategorien tragfähig bzw. vermutlich tragfä-
hig zugerechnet werden, mit jeweils einem Punkt gewertet; Antworten, die der 
Kategorie im Ansatz tragfähig zugerechnet werden, gehen mit einem halben 
Punkt in die Wertung ein. Alle anderen Bearbeitungen erhalten null Punkte. Eine 
Besonderheit bei der Bepunktung erfahren die Items 2a, 2b und 2c, bei denen ein 
diskreter Teil bzw. ein diskretes Ganzes gegeben ist und neben der rechnerischen 
Zahllösung für das gesuchte Ganze bzw. für den Teil auch ein Rechenweg und 
ein Bild angegeben werden muss: Hier werden die Punkte differenziert betrach-
tet, indem die Rechenwege und Bilder für die Bewertung einmal mit berücksich-
tigt werden und einmal nicht, so dass die Bearbeitungserfolge mit und ohne Er-
läuterung verglichen werden können (vgl. auch Abschnitt 2.7.4).  
 

 
Abb. 4-1: Überblick über die Punkteverteilung mit Rechenwegen und Bildern  

 
Abbildung 4-1 zeigt die Punkteverteilung für die zehn ausgewerteten Items inkl. 
der Punkte für Rechenwege und Bilder für Aufgabe 2 im Überblick einiger zu-
sammengefasster Punkteklassen. Einige genauere Zahlen und fokussierte Ergeb-
nisse sollen hier vorgestellt werden:  
Der Mittelwert liegt bei 7,0 Punkten. Die Höchstpunktzahl von 16 Punkten ha-
ben zwei Lernende (ca. 1 %) erreicht; 52 Schülerinnen und Schüler (ca. 34 %) 
haben mehr als die Hälfte der Punkte erreicht, 20 Schülerinnen und Schüler (ca. 
13 %) mehr als 3/4 der Punkte. Die Bearbeitungen von drei Lernenden wurden 
mit null Punkten gewertet. Auffällig ist die vergleichsweise höhere Anzahl von 
Schülerinnen und Schülern, die 4,5 bis 6 Punkte erzielt haben (37 Lernende). 
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Diese Punktzahl liegt um den Mittelwert der erreichten Punkte, wenn die Re-
chenwege und Bilder für Aufgabe 2 nicht mit eingerechnet werden (s. u.). Tat-
sächlich haben einige dieser Lernenden hier wenige Punkte erreicht, so dass das 
häufige Vorkommen dieser Punktzahlen z. T. anscheinend mit Schwierigkeiten 
bei der Angabe von Rechenwegen und Bildern für die Items 2a, 2b und 2c erklärt 
werden könnte. 
Insgesamt scheinen die Testaufgaben den Schülerinnen und Schülern schwer 
gefallen zu sein. Dabei ist jedoch zu beachten, dass bei der Punktverteilung in 
Aufgabe 2 pro Item drei Punkte vergeben wurden: für die richtige Zahllösung, 
die Zeichnung und den Rechenweg. Dadurch können Lernende in dieser Aufgabe 
viele Punkte verlieren, wenn sie eine dieser Erklärungen weglassen, selbst wenn 
sie die richtige Zahllösung hinschreiben. Die Punkteverteilung ohne die Wertung 
der Rechenwege und der Bilder kann Abb. 4-2 entnommen werden. 
 

 
Abb. 4-2: Überblick über die Punkteverteilung ohne Rechenwege und Bilder 

 
Bei Nichtwertung der Rechenwege und Bilder zeigt sich ein anderes Bild: Wer-
den nur die rechnerischen Lösungen berücksichtigt, so erreichen 17 von 153 
Schülerinnen und Schülern (11 %) die Höchstpunktzahl 10 (16 minus 6 Punkte; 
jeweils zwei pro Item 2a, 2b und 2c); 72 Lernende erreichen mehr als die Hälfte 
der Punkte. Der Mittelwert liegt mit 5,5 Punkten über der Hälfte der erreichbaren 
Punkte und ist damit deutlich besser als bei Berücksichtigung der Wege und 
Bilder, was zu bestätigen scheint, dass einige Lernende tatsächlich bei der Anga-
be der Rechenwege und Bilder Punkte nicht bekommen haben. Die Gründe hier-
für können vielfältig sein: So können einerseits einige Lernende u. U. die Auf-
forderung zur Begründung überlesen oder ein Bild als ausreichende Erklärung 
des Rechenweges angenommen haben. Andererseits können manche Lernende 
aber auch inhaltliche Probleme beim Angeben von Rechenwegen und Bildern 
gehabt haben. Allerdings nimmt trotz Nichtberücksichtigung der Rechenwege 
und Bilder auch die Zahl derer zu, die keine Punkte erreicht haben: Mit sieben 
Lernenden steigt ihr Anteil auf 5 %: Die vier Lernenden, die bei Berücksichti-
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gung der Rechenwege und Bilder mehr als null Punkte erreicht hatten, haben 
jeweils ein im Ansatz tragfähiges Bild für Item 2a bzw. 2b angefertigt. 
So zeigt sich insgesamt, dass die Erklärungen der Rechenwege und Übersetzun-
gen der Konstellationen sehr unterschiedlich bearbeitet wurden. Dabei ist zu 
beachten, dass dies auch u. U. daran liegen kann, dass einige Lernende einen 
oder zwei der zusätzlichen Aufträge in Aufgabe 2 „überlesen“ und deshalb nicht 
bearbeitet haben (s. o.). 

4.1.2 Stufe 2: Punkteverteilung nach Aufgaben 
In Stufe 2 der quantitativen Analyse steht die Punkteverteilung auf die einzelnen 
Aufgaben im Vordergrund. Dabei werden die durchschnittlich erreichten Punkte 
pro Aufgabe und die Häufigkeit vollständiger Lösungen betrachtet (vgl. Tab. 
4-1). Dieser Blickwinkel auf die Daten soll dazu dienen, eventuelle Schwierig-
keiten bei einzelnen Aufgaben – abgesehen von den in Stufe 1 beschriebenen – 
auszumachen. 
 

Aufgabe und 
Häufigkeit voll-
ständige Punkt-

zahl (n = 153) 

Verteilung der Punkte Durchschnittlich  
erreichte Punkte 0 0,5-1 

1,5-2 

2,5-3 

3,5-4 

4,5-5 

5,5-6 

6,5-7 

7,5-8 

8,5-9 absolut prozentual 
Aufgabe 1 27 % 37 24 50 42  1,61 von 3 54 % 
Aufgabe 2 
ohne / 25 % 44 41 29 39  1,41 von 3 47 % 

mit Wegen 
und Bildern 1 % 36 14 25 21 13 11 16 7 7 3 2,91 von 9 32 % 

Aufgabe 3 
(ohne 3c) 59 % 37 24 92  1,35 von 2 68 % 

Aufgabe 4 47 % 51 29 73  1,13 von 2 57 % 

Tabelle 4-1: Überblick über die Punkte nach Aufgaben 
 
Es lässt sich feststellen, dass Aufgabe 3, bei der zu einem inhaltlich als Kuchen-
stück gedeuteten Quadrat (flächiger Teil zum Anteil 1/3 bzw. 1/6) zeichnerisch 
ein Ganzes bestimmt werden soll, mit 68 % der erreichbaren Punkte und mit 
59 % Bearbeitungen mit voller Punktzahl am besten abschneidet (vgl. Tab. 4-1; 
bei den Häufigkeiten der vollständigen Punkte und der durchschnittlich erreich-
ten Punkte handelt es sich um gerundete Werte). Ihr folgt Aufgabe 4, bei der zu 
einem Dreieck (flächiger Teil zum Anteil 1/4 bzw. 1/8) zeichnerisch ein Ganzes 
bestimmt werden soll. Die insgesamt höhere Anzahl der Bearbeitungen mit null 
Punkten für Aufgabe 4 und die geringere Anzahl von Bearbeitungen mit voll-
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ständiger Punktzahl kann zum einen darauf hindeuten, dass das Dreieck als Form 
an sich für manche Lernende schwieriger zu einem geeigneten Ganzen zu ergän-
zen sein kann. Zum anderen kann u. U. auch der fehlende Kontext in Aufgabe 4 
für den Rückgang des Bearbeitungserfolgs ursächlich sein (vgl. die qualitative 
Analyse der Bearbeitungen in Abschnitt 7.5) 
Bei Aufgabe 1, bei der Anteile in einem kontinuierlichen strukturierten Ganzen 
eingezeichnet bzw. abgelesen werden müssen (für die Aufgabe vgl. auch Hase-
mann 1981, 1986a), ist erstaunlich, dass im Schnitt 54 % der Punkte erreicht 
wurden, aber nur in 27 % aller Fälle die Höchstpunktzahl erreicht wurde. Hier 
kann ein Blick auf die einzelnen Items (vergleiche Stufe 4, Abschnitt 4.1.4) auf-
schlussreich sein, um dieses Phänomen genauer zu untersuchen. 
Aufgabe 2, bei der das Ganze zu einem diskreten Teil bzw. der Teil zu einem 
diskreten Ganzen (Menge) rechnerisch bestimmt und durch einen Rechenweg 
und ein Bild ergänzt werden muss, erreicht insgesamt die geringste Durch-
schnittspunktzahl: Hier werden durchschnittlich bei Einbeziehung der Rechen-
wege 32 % und ohne Einbeziehung 47 % der Punkte erreicht. Für die Anzahl der 
Bearbeitungen mit Höchstpunktzahl fällt dieser Unterschied noch stärker ins 
Gewicht: Mit Berücksichtigung der Wege ist nur in 1 % der Fälle die vollständi-
ge Punktzahl erreicht worden; ohne sind es dagegen 25 %. Damit scheint sich 
hier erneut der Einfluss der zeichnerischen Umsetzungen und Erklärungen der 
Rechenwege auf die Bearbeitungshäufigkeit zu zeigen (s. o.). 
Die Verteilung der Bearbeitungen kann auf dieser Auswertungsstufe u. U. darauf 
hindeuten, dass den Schülerinnen und Schülern insgesamt das Umgehen mit 
flächigen kontinuierlichen Teilen und Ganzen leichter zu fallen scheint, als mit 
diskreten (Aufgaben 1, 3 und 4 versus Aufgabe 2); die Dominanz der Vorstellung 
des Teils eines Ganzen wird auch in anderen Publikationen immer wieder festge-
stellt (z. B. Prediger 2008a). Allerdings handelt es sich bei dem Ganzen in Auf-
gabe 1 um ein kontinuierliches strukturiertes Ganzes (segmentierter Kreis), bei 
dem auch Abzählstrategien zur Lösungsbestimmung grundsätzlich möglich wä-
ren. Ein Blick auf die verschiedenen Konstellationen soll hier noch eine weitere 
Perspektive bereitstellen: 

4.1.3 Stufe 3: Punkteverteilung nach Konstellationen 
Ebenso wie der Blick auf die einzelnen Aufgaben ist auch ein Blick auf die Er-
gebnisse strukturiert nach den drei Konstellationen von Teil, Anteil und Ganzem 
aufschlussreich. In Stufe 3 werden die Bearbeitungen der Lernenden daher in 
Bezug auf die Zugehörigkeit der bearbeiteten Aufgabe zu einer der drei Konstel-
lationen betrachtet: In Konstellation I sind Anteil und Ganzes gegeben und der 
Teil gesucht, in Konstellation II sind Teil und Ganzes gegeben und der Anteil 
gesucht und in Konstellation III sind Teil und Anteil gegeben und das Ganze 
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gesucht. Tabelle 4-2 kann die Zugehörigkeit der Items zu den drei Konstellatio-
nen entnommen werden (bei den Häufigkeiten für die Punkte handelt es sich 
erneut wie auch im Folgenden um gerundete Werte). 
 

Aufgabe und 
Häufigkeit voll-
ständige Punkt-

zahl (n = 153) 

Verteilung der Punkte Durchschnittlich  
erreichte Punkte 0 0,5-1 

1,5-2 
2,5-3 
3,5-4 
4,5-5 
5,5-6 
6,5-7 
7,5-8 
8,5-9 
9,5-10 absolut prozentual 

K I – Teil gesucht – Item 1a, 1b, 2a 
ohne / 29 % 28 48 32 45  1,61 von 3 54 % 
mit Wegen 
und Bildern 5 % 25 28 34 22 30 14  2,22 von 5 44 % 

KII – Anteil gesucht – Item 1c 
 54 % 64 89  0,56 von 1 56 % 
K III – Ganzes gesucht – Item 2b, 2c, 3a,3b, 4a, 4b 
ohne / 17 % 16 11 25 25 29 21 26  3,33 von 6 56 % 
mit Wegen 
und Bildern 3 % 13 11 24 17 26 12 12 11 14 8 5 4,23 von 10 42 % 

Tabelle 4-2: Überblick über die Punkte nach Konstellationen 
 
Bei Nichtberücksichtigung der Bilder und Bearbeitungswege für die Items 2a, 2b 
und 2c (Bestimmen von einem Teil von einem diskreten Ganzen / Menge bzw. 
Bestimmen des Ganzen zu einem diskreten Teil) zeigen sich zwischen den drei 
Konstellationen keine großen Unterschiede bei den durchschnittlich erreichten 
Punkten: Die Konstellationen II und III schneiden mit 56 % nur leicht besser ab 
als Konstellation I mit 54 %. Die Gründe für dieses Phänomen lassen sich nicht 
allgemein auf dieser Stufe der Analyse beantworten. Es zeigt sich im Folgenden, 
dass vielmehr die Einbeziehung der Qualität des Ganzen (vgl. Abschnitt 1.5.2) in 
die Analyse ein wichtiger Fokus für die Erklärung der Phänomene zu sein scheint 
(Abschnitt 4.1.4). 
Das im Vergleich leicht bessere Abschneiden von Konstellation III kann eventu-
ell darauf zurück zu führen sein, dass mit den Aufgaben 3 und 4 (zeichnerisches 
Bestimmen eines Ganzen zu einem vorgegebenen flächigen Teil) die im Ver-
gleich dazu vielen Lernenden anscheinend schwerer fallende rechnerische Be-
stimmung des Ganzen bei einem diskreten Teil (und Nicht-Stammbruch; vgl. 
Item 2c) relativiert wird (vgl. auch Auswertungsstufe 4; Tab. 4-4).  
Für Konstellation II ist zu beachten, dass diese in der vorliegenden Erhebung nur 
aus einem einzigen Item besteht.  
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Ein deutlicher Unterschied zwischen den drei Konstellationen ergibt sich beim 
Vergleich der Häufigkeiten für die jeweilige Höchstpunktzahl: Hierbei schneidet 
Konstellation II mit Abstand am besten ab (54 %), gefolgt von Konstellation I 
(29 %) und III (17 %). Hier scheint sich die Qualität des Ganzen mit auszuwir-
ken (vgl. Stufe 4).  
Bei Einbeziehung der Wege schneiden die Konstellationen I und III schlechter 
ab: So werden im Schnitt 44 % bzw. 42 % der Punkte erreicht. Der Abfall der 
Lösungshäufigkeit fällt für die Häufigkeit vollständiger Lösungen noch viel 
stärker aus (5 % anstatt 29 % für Konstellation I bzw. 3 % anstatt 17 % für Kons-
tellation III). Das könnte eventuell damit erklärt werden, dass das Angeben von 
Begründungen und Bildern einigen Lernenden schwerer zu fallen scheint, als die 
Lösung rechnerisch (im Kopf) zu bestimmen. Darüber hinaus könnten manche 
Lernende auch u. U. die Aufforderung zum Anfertigen einer Erklärung ihrer 
Lösung missverstanden haben (s. a. Abschnitt 4.1.1). 

4.1.4 Stufe 4: Punkteverteilung nach Items für die Konstellationen 
Im Folgenden wird ein Überblick über die Bearbeitung des Tests nach Items mit 
Fokus auf die Qualität vom Ganzen (und vom Teil / Anteil) gegeben: In den 
bisherigen Betrachtungen der Daten nach Aufgaben und nach Konstellationen 
konnte ein grober Überblick über die Daten erreicht werden. Es ließen sich erste 
Hinweise zum Einfluss der Art der Konstellation auf die Lösung(shäufigkeit) der 
Aufgaben ableiten und Vermutungen zum Einfluss der Qualität von Teil und 
Ganzem auf die Lösung aufstellen. Mit der hier dargestellten Stufe 4 wird auf die 
Ebene der Items und damit gleichzeitig auch auf die Qualität des Ganzen und des 
Teils (vgl. Abschnitt 1.5.2) fokussiert. Damit wird die Ebene der Konstellationen, 
die für Stufe 3 den strukturellen Rahmen lieferten, noch differenzierter betrach-
tet. In den Tabellen 4-3 und 4-4 werden die erreichten Punkte für die einzelnen 
Items nach Konstellationen aufgeschlüsselt (Für Konstellation II, die in dieser 
Erhebung nur durch ein Item repräsentiert wird, vgl. Tab. 4-2 in Stufe 3, Ab-
schnitt 4.1.3). 

Konstellation I 
Bei der Aufschlüsselung der Konstellationen in Items lässt sich für Konstellation 
I Folgendes feststellen (vgl. Tab. 4-3): Item 1a schneidet mit 63 % der durch-
schnittlich erreichten Punkte sogar besser ab, als die Konstellation insgesamt. 
Die wenigsten Punkte werden im Durchschnitt bei Item 2a mit Berücksichtigung 
der Wege erreicht, gefolgt von Item 1b. Im Vergleich von Item 1a und 1b lässt 
sich vermuten, dass die Bekanntheit des Anteils einen Einfluss auf die Bearbei-
tung der Aufgabe zu haben scheint. Im Vergleich mit Item 2a lässt sich feststel-
len, dass das reine Bestimmen des Teils eines kontinuierlichen strukturierten 
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Ganzen (1/6 vom Kreis) im Vergleich zum Bestimmen eines Teils zu einem 
Nicht-Stammbruch bei gegebenem diskreten Ganzen den Schülerinnen und 
Schülern in dieser Erhebung ebenfalls schwerer zu fallen scheint. 
 

Aufgabe und Häufig-
keit vollständige 

Punktzahl (n = 153) 

Verteilung der Punkte Durchschnittlich  
erreichte Punkte 

0 0,5-1 1,5-2 2,5-3 absolut prozentual 
K I – Teil gesucht – Item 1a, 1b, 2a 

1a 1/4 vom Kreis 
einzeichnen 61 % 53 100   0,63 von 1 63 % 

1b 1/6 vom Kreis 
einzeichnen 40 % 85 68   0,42 von 1 42 % 

2a 

Anteil 5/8 und 
Ganzes 16 
gegeben 

56 % 67 86   0,56 von 1 56 % 

mit Bild und 
Erklärung 7 % 58 24 46 25 1,16 von 3 39 % 

Tabelle 4-3: Aufschlüsselung der Punkte für Konstellation I auf die einzelnen Items 
 
Das ist zunächst erstaunlich, da der Unterschied zwischen den Items 1a und 1b 
lediglich in der Art des Anteils besteht. Es lässt sich vermuten, dass der Anteil 
1/4 bei der Realisierung im Kreis bei manchen Lernenden ein spontan abrufbares 
Bild darzustellen scheint, das bei dem Anteil 1/6 so nicht verfügbar zu sein 
scheint (vgl. die Auswertung zu den Items 1a und 1b in Abschnitt 5.2).  
Im Vergleich zu Item 2a ist das Ergebnis ebenfalls erstaunlich, da dort ein Nicht-
Stammbruch gegeben ist und das Ganze nicht bildlich repräsentiert ist wie in 1a 
bzw. 1b. Eventuell kann hier als Erklärung herangezogen werden, dass das Er-
gebnis für 2a über einen Algorithmus rein rechnerisch erhalten werden kann. Für 
das Einzeichnen eines Anteils (vom Kreis) existieren solche Algorithmen hinge-
gen nicht (vgl. auch Hasemann 1986a, S. 20). Dafür scheint auch der Abfall in 
den Häufigkeiten bei Einbeziehung von Erklärungen und Bildern bei der Beurtei-
lung der Lösung zu sprechen: Auch hier gibt es für die Bilder keine Standardlö-
sung, die auswendig abgerufen werden kann. Für die Rechenwege kann u. U. für 
manche Lernende die Schwierigkeit bestehen, die „im Kopf“ bestimmte Lösung 
mathematisch korrekt zu verschriftlichen. Darüber hinaus kann auch, wie bereits 
dargestellt, die Aufforderung zur Angabe einer Erklärung übersehen bzw. umge-
deutet worden sein. 
Insgesamt lassen sich mit der hier eingenommenen Perspektive für Konstellation 
I erste vorsichtige Hinweise dafür finden, dass die Bekanntheit vom Anteil in 
Bezug auf dieselbe Qualität des Ganzen einen Einfluss auf den Bearbeitungser-
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folg zu haben scheint: Anteile, die spontan abrufbare mentale Repräsentationen 
besitzen, scheinen leichter zu fallen als andere.  
Im Vergleich über die verschiedenen Qualitäten des Ganzen hinweg lässt sich 
vermuten, dass das Bestimmen eines Teils von einem diskreten Ganzen (mit 
Nicht-Stammbruch-Anteil!) hier einigen Lernenden sogar leichter gefallen zu 
sein scheint, als das Einzeichnen von 1/6 im Kreis. Somit scheint hier die Quali-
tät des Ganzen insofern einen Einfluss auf den Bearbeitungserfolg zu haben, als 
dass bei einem diskreten Ganzen für manche Lernende Lösungsalgorithmen 
verfügbar zu sein scheinen, die abgerufen werden können. 

Konstellation II 
Diese Konstellation umfasst in dieser Erhebung nur ein Test-Item und wurde 
bereits in Stufe III behandelt. 

Konstellation III 
Betrachtet man die einzelnen Items zu Konstellation III, so lässt sich feststellen, 
dass Item 3a durchschnittlich die meisten Punkte erreicht (vgl. Tab. 4-4). Hier 
werden im Schnitt 69 % der Punkte erzielt. Damit wird Item 3a auch über den 
gesamten Test gesehen am erfolgreichsten bearbeitet. Knapp dahinter folgt Item 
3b mit 67 %. Die von der Aufgabenstellung und der Qualität des Ganzen her 
ähnliche Aufgabe 4 fällt im Vergleich etwas schlechter aus; hier ist auch der 
Unterschied zwischen den beiden Aufgabenteilen 4a und 4b erheblich größer. 
Die Ursache kann hierfür u. U. in der bildlichen Repräsentation des Teils oder im 
Fehlen eines außermathematischen Kontextes gefunden werden. 
Der Vergleich zwischen Item 2c und 2b zeigt, dass bei Item 2c im Schnitt weni-
ger Punkte erreicht wurden: 35 % in 2c und 50 % in 2b ohne Berücksichtigung 
der Bearbeitungswege und Bilder. Das ist vermutlich auf die Art des Anteils 
zurück zu führen: Während in 2b ein Stammbruch gegeben ist, zu dem das Gan-
ze bestimmt werden soll, ist es in 2c ein Nicht-Stammbruch. Dieser Wechsel 
führt dazu, dass bestimmte erfolgreiche Bearbeitungswege aus 2b in 2c nicht 
mehr eins-zu-eins nutzbar sind und umgekehrt (vgl. Abschnitt 7.2.2). 
Dennoch ist es erstaunlich, dass nur etwa die Hälfte aller Schülerinnen und Schü-
ler das vergleichsweise einfache Item 2b vollständig richtig lösen, wenn man von 
den Rechenwegen und den Zeichnungen absieht. Dies ist eventuell in der Aufga-
benstellung begründet, in der die für manche Lernende vielleicht geläufigere 
Variante des Bestimmens des Teils zu einem Ganzen im Vergleich zu Item 2a im 
Hinblick auf die Rechenoperation „umgedreht“ wird. Damit scheint die Art der 
Konstellation in Verbindung mit der Qualität von Teil und Ganzem einen Ein-
fluss auf den Bearbeitungserfolg zu haben. 
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Aufgabe und Häufig-
keit vollständige 

Punktzahl (n = 153) 

Verteilung der Punkte Durchschnittlich  
erreichte Punkte 

0 0,5-1 1,5-2 2,5-3 absolut prozentual 
K III Ganzes gesucht – Item 2b, 2c, 3a, 3b, 4a, 4b 

2b 

Anteil 1/4 und 
Teil 6 gege-
ben 

50 % 77 76   0,50 von 1 50 % 

mit Bild und 
Erklärung 8 % 70 20 49 14 1,02 von 3 34 % 

2c 

Anteil 2/3 und 
Teil 6 gege-
ben 

35 % 99 54   0,35 von 1 35 % 

mit Bild und 
Erklärung 7 % 96 13 31 13 0,73 von 3 24 % 

3a 
Anteil 1/3 und 
Teil (Quadrat)
gegeben 

68 % 47 106   0,69 von 1 69 % 

3b 
Anteil 1/6 und 
Teil (Quadrat)
gegeben 

67 % 51 102   0,67 von 1 67 % 

4a 
Anteil 1/4 und 
Teil (Dreieck) 
gegeben  

59 % 59 94   0,60 von 1 60 % 

4b 
Anteil 1/8 und 
Teil (Dreieck) 
gegeben 

52 % 71 82   0,53 von 1 53 % 

Tabelle 4-4: Aufschlüsselung der Punkte für Konstellation III auf die einzelnen Items 
 
Auffällig ist, dass die beiden Items mit diskreten Teilen bzw. Ganzen für Konstel-
lation III schlechter ausfallen als die Items 3a, 3b, 4a und 4b mit den flächig 
denkbaren Teilen. Dies ist erstaunlich im Vergleich zur Verteilung in Konstellati-
on I, wo die durchschnittlich erreichten Punkte genau umgekehrt verteilt sind. 
Das kann eventuell daran liegen, dass es sich bei Konstellation III um eine viel-
leicht weniger thematisierte Perspektive im Vergleich zu Konstellation I handelt 
und manche Lernende für die rechnerische Lösung in Konstellation I über eine 
Routine zu verfügen scheinen, mit der sie die Anzahl der Bonbons berechnen 
können. Das wird dadurch gestützt, dass Item 2a insgesamt von Aufgabe 2 am 
erfolgreichsten bearbeitet wird. Die andere Perspektive scheint in der diskreten 
Fassung dagegen schwieriger zu sein – vielleicht da hier auf ein Rechenverfah-
ren fokussiert wird, während bei Aufgabe 3 und 4 der Weg über Ausprobieren 
näher liegt. Hier scheint der diskrete Teil, der selbst aus mehreren Objekten be-
steht, schwieriger zu bearbeiten zu sein. So finden sich auch hier Hinweise auf 
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die Dominanz der Vorstellung vom Teil eines Ganzen im Vergleich zum Relati-
ven Anteil (Multiplikative Teil-Ganzes-Relation). 
Die Aufgaben mit flächigen Teilen bzw. Ganzen werden in den Konstellationen 
unterschiedlich bearbeitet: Während Aufgabe 3 in allen vertieft ausgewerteten 
Teilen besser abschneidet als die Items 1a und 1b, werden die Items 4a und 4b 
nur in Bezug auf Item 1b erfolgreicher bearbeitet. Dies kann darauf hindeuten, 
dass zum einen das eigene Herstellen des Ganzen teilweise leichter zu fallen 
scheint, als das Nutzen eines vorgegeben Ganzen. Dies scheint allerdings nicht 
uneingeschränkt so zu sein: Es lässt sich die Vermutung aufstellen, dass dies von 
der Art des vorgegebenen Teils und Anteils abhängig ist: „Einfache“ Anteile, 
d. h. solche, die spontan abrufbare Bilder erzeugen, scheinen manche Lernende 
gut in einem vorgegebenen Ganzen identifizieren zu können (vgl. z. B. auch 
Hasemann 1986b, S. 18), während kompliziertere Formen, bzw. Formen, die 
besondere geometrische Eigenschaften haben, anscheinend schwerer zu einem 
Ganzen zu ergänzen fallen. 

4.1.5 Zusammenfassung der quantitativen Überblicksanalyse 
Die quantitative Überblicksanalyse erfolgte in vier Stufen zunehmender Tiefe: 
Der Blick alleine auf die erreichten Punkte über den Test hinweg zeigt zum ei-
nen, dass weniger als die Hälfte der Schülerinnen und Schüler (ca. 34 %) mehr 
als die Hälfte der Punkte erreicht hat und der Test zunächst einigen Lernenden 
schwer zu fallen scheint. Bei Nichtberücksichtigung der Wege und Bilder zu 
Aufgabe 2 (diskreter Teil bzw. Ganzes) zeigt sich hingegen, dass fast die Hälfte 
der Lernenden mehr als die Hälfte der Punkte erreicht hat (ca. 47 %). 
Ein Blick auf Aufgabenebene offenbart Schwierigkeiten mit einzelnen Aufgaben, 
wobei diese zahlenmäßig nicht so stark ins Gewicht fallen. So scheint Aufgabe 2 
auch ohne Berücksichtigung der Rechenwege und Bilder am schwersten zu fal-
len, während Aufgabe 3 (Ergänzen eines Quadrats zum Ganzen) am besten be-
wältigt wird. 
Die Perspektive auf die drei Konstellationen an sich liefert zwar eine Orientie-
rung über die Phänomene, kann diese aber nicht alleine erklären: In Stufe 4 der 
Analyse ergeben sich erste Hinweise, dass die Qualität des Ganzen und des Teils 
innerhalb der jeweiligen Konstellation einen größeren Einfluss haben könnte, 
den es genauer zu untersuchen gilt.  
Dieser quantitative Überblick über die Daten liefert nur einen ersten Überblick 
über Phänomene. Aufschlussreicher im Hinblick auf die Forschungsfragen zum 
Umgang mit Teil, Anteil und Ganzem kann nur eine genauere vertiefte (quantita-
tive und qualitative) Analyse der einzelnen Produkte der Schülerinnen und Schü-
ler und der Bearbeitungsprozesse ausgewählter Aufgaben in den Interviews sein. 
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4.2 Voraborientierung zu den Kapiteln 5 bis 8 
In den folgenden Kapiteln 5 bis 7 wird die Detailanalyse der in diesem Kapitel 
quantitativ betrachteten Aufgaben des Tests dargestellt. Diese wird aufgaben-
übergreifend nach Konstellationen von Teil, Anteil und Ganzem gegliedert, d. h. 
aus strukturell-stofflicher Perspektive. Jedes der drei Kapitel ist folgendermaßen 
gegliedert: Zunächst werden die übergeordneten Forschungsfragen für die jewei-
lige Konstellation präzisiert. Anschließend folgen die vertieften Auswertungen 
der Bearbeitungen der Test-Items. Diese Analysen werden in Kapitel 7 durch 
Interviewanalysen zu konkreten Bearbeitungsprozessen, welche einzelne Aspek-
te und Phänomene der schriftlichen Erhebung ergänzen bzw. diese detaillierter 
herausarbeiten, ergänzt und mit ihnen verschränkt.  
Jedes Kapitel wird durch eine zusammenfassende Interpretation der Ergebnisse 
und der Diskussion der empirischen Befunde zu den konkretisierten Forschungs-
fragen abgeschlossen.  
In Kapitel 8 wird Item 3c anhand eines Bearbeitungsprozesses und einiger 
schriftlicher Produkte vertieft analysiert. 
  



 

5 Vorstellungen und Strukturierungen beim 
Bestimmen des Teils  

In diesem Kapitel werden als Beispiele für die Konstellati-
on I „Das Ganze und der Anteil sind gegeben; gesucht ist 
der Teil“ die Test-Items 1a, 1b und 2a vertieft ausgewertet. 
Aufgaben zur Konstellation I wurden im Rahmen dieser 
Arbeit auch in Partnerinterviews eingesetzt (Teile der 
Bonbonaufgabe I; vgl. Abschnitt 2.5). Da diese jedoch 
gleichzeitig auch die Konstellation III mit berücksichtigen (vgl. den Steckbrief 
zur Aufgabe in Abschnitt 2.6.2), werden sie in den Abschnitten 7.3.1 und 7.3.3 
dargestellt. Darüber hinaus gibt es in der Forschungsliteratur – gerade auch zu 
Item 1a und 1b – gut dokumentierte qualitative Interviewstudien, die die Bear-
beitungsprozesse von Lernenden zu dieser Konstellation untersuchen (vgl. z. B. 
Hasemann 1986a, 1993, 1995; Wartha 2007). 
Hier liefert die Arbeit insofern neue Perspektiven auf eine empirisch bewährte 
Aufgabe, als sie die Bearbeitungswege der Schülerinnen und Schüler im Hin-
blick auf die spezifische Forschungsfrage nach den damit verbundenen Struktu-
rierungen und Vorstellungen vom Ganzen und seinen Beziehungen zu Teil und 
Anteil analysiert. Dabei ist ein entscheidender Punkt, wie Lernende das Ganze 
überhaupt in dieser Konstellation identifizieren, strukturieren und nutzen. 
Zunächst werden die in Kapitel 1 aufgeführten Forschungsfragen für diese Kons-
tellation konkretisiert (Abschnitt 5.1). In den Abschnitten 5.2 bzw. 5.3 wird die 
vertiefte Auswertung der Test-Items 1a und 1b (kontinuierliches strukturiertes 
Ganzes) bzw. 2a (diskretes Ganzes) mittels Codierung dargestellt. Das Kapitel 
schließt mit der Diskussion der empirischen Befunde zu den konkretisierten 
Forschungsfragen in Abschnitt 5.4. 

5.1 Konkretisierung der übergeordneten 
Forschungsfragen  

An die Konstellation I werden verfeinerte Forschungsfragen herangetragen, die 
die allgemeinen Fragen zu Vorstellungen zum Ganzen und dessen Strukturierung 
sowie Beziehungen zu Teil und Anteil präzisieren.  
Dabei ergeben sich für die Analyse von Konstellation I konkret folgende For-
schungsfragen: 

A. Schink, Flexibler Umgang mit Brüchen, Dortmunder Beiträge zur Entwicklung und

Erforschung des Mathematikunterrichts, DOI 10.1007/978-3-658-00921-2_5,

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2013
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1. Wie gehen Lernende in Konstellation I mit Teil, Anteil und Ganzem um? 

a) Wie strukturieren und nutzen sie Zusammenhänge zwischen dem 
Ganzen und dem Anteil, wenn sie den Teil bestimmen sollen und 
ihnen dazu ein kontinuierliches strukturiertes Ganzes und ein 
Stammbruch-Anteil oder ein diskretes Ganzes und ein (Nicht-) 
Stammbruch-Anteil vorgegeben werden? 

b) Welche individuellen Vorstellungen vom Ganzen lassen sich mit die-
sen Strukturierungen in Verbindung bringen? 

2. Wie können Schwierigkeiten und Hürden von Lernenden im Zusammen-
hang mit der Konstellation I überwunden werden? 

5.2 Analysen der schriftlichen Produkte zum Bestimmen 
des Teils (kontinuierliches Ganzes) 

In diesem Abschnitt wird die Konstellation I in Zusam-
menhang mit einem kontinuierlichen strukturierten Gan-
zen untersucht. Als Beispiel dienen hier die Items 1a und 
1b (nach Hasemann 1981) der schriftlichen Erhebung (vgl. 
Abb. 5-1). Diese werden vergleichend analysiert. Hier ist 
eine wichtige Frage, wie das bildlich gegebene und damit 
figürlich präsente Ganze identifiziert und strukturiert wird, 
um den geforderten Teil zu rekonstruieren. Neben der Tatsache, dass es sich hier 
um ein kontinuierliches (flächiges), strukturiertes Ganzes handelt, ist entschei-
dend, dass auf ein und dasselbe Ganze zwei Anteile nacheinander zu realisieren 
sind, wobei es sich in beiden Fällen um Stammbrüche handelt.  
Zunächst wird die Codierung der Testbearbeitungen erläutert, an die sich die 
Darstellung der Ergebnisse und deren Interpretation anschließt. 
 

a)  Färbe zuerst vom Kreis in blau.  

b)  Färbe dann noch vom Kreis in einer anderen Farbe.  

c)  Welchen Bruchteil vom Kreis hast du insgesamt gefärbt?   Antwort: _____ 
Abb. 5-1: Items 1a, 1b und 1c, hier mit Fokus auf 1a und 1b 

 

1
4

1
6
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5.2.1 Auflistung der Codierung der Lösungen für die Items 1a und 1b 
Für die Items 1a und 1b wurden die Kategorien tragfähig, im Ansatz tragfähig, 
nicht tragfähig, sonstige und keine Angabe verwendet (vgl. Abschnitt 2.7.4): 
Diese Kategorien beziehen sich auf den Umgang mit und die Identifizierung von 
Teil, Anteil und Ganzem sowie auf das Herstellen von Zusammenhängen zwi-
schen diesen Komponenten. Dabei wird eine Lösung als tragfähig gewertet, 
wenn sie mathematisch korrekt ist. Im Ansatz tragfähige Lösungen beinhalten 
eine richtige mathematische Grundidee, weisen allerdings mathematisch nicht 
korrekte Eigenschaften auf. Als nicht tragfähig eingeschätzte Lösungen sind 
mathematisch nicht korrekt und lassen auch keinen tragfähigen Ansatz erkennen. 
Sonstige Lösungen sind von ihrer mathematischen Tragfähigkeit her nicht ein-
schätzbar. 
Beide Items wurden separat codiert. Das bedeutet, dass das Einzeichnen von 1/4 
und 1/6 jeweils mit einem Code erfasst wurde. Gleichwohl konnten in beiden 
Teilen sich entsprechende Bearbeitungswege ausgemacht werden, so dass insge-
samt dieselben Codes vergeben wurden. Diese Codes, deren Häufigkeiten und 
Erläuterungen werden in den Tabellen 5-1 (Item 1a) bzw. 5-2 (Item 1b) aufge-
führt und erläutert. Bei den Prozentangaben handelt es sich um gerundete Werte, 
so dass sie sich nicht zu exakt 100 % addieren. 

Item 1a: Strukturierter Kreis und Anteil 1/4 gegeben – Teil gesucht  
Code 
Häufigkeit 
abs (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode) 
(von 153) 

Erläuterung des Codes                                               
 

Tragfähige Lösungen

r 
89x, 58 % GeS_1 

1/4 wird richtig eingefärbt. (richtig) 

r_abl 
4x, 3 % GeS_25 

Das Ergebnis von Item 1a und b ist zusammen mit 
5/12 richtig eingefärbt. (richtig alles in blau) 

Im Ansatz tragfähige Lösungen

ENKG 
7x, 5 % GeS_2 

1/4 wird auf einen Teil des Ganzen (4 Segmente) 
bezogen dargestellt.  
(Einschränkung des Nenners auf kleineres Ganzes) 

Nicht tragfähige Lösungen

1S 
5x, 3 % GeS_121 

Es wird 1 Kreissegment für 1/4 gefärbt. (1 Stück) 
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Code 
Häufigkeit 
abs (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode) 
(von 153) 

Erläuterung des Codes                                               
 

N=S 
33x, 22 % GeS_12 

Es werden 4 Kreissegmente für 1/4 gefärbt.  
(Nenner entspricht der Anzahl der Stücke) 

fsonst 
2x, 1 % GeS_7 

nicht tragfähige Lösungen sonstiger Art  
(sonstige falsche) 

Sonstige 
sonst 
10x, 7 % Lösungen, die nicht einschätzbar sind (z. B. doppelt angemalt) (sonstige) 

Keine Angabe

kA 
3x, 2 % 

 GeS_130 
nichts hingeschrieben, Probleme geäußert oder Lösung durchgestrichen  
(keine Angabe) 

Tabelle 5-1: Übersicht über die Codes für die Lösungen zu Item 1a 

Item 1b: Strukturierter Kreis und Anteil 1/6 gegeben – Teil gesucht 
Code 
Häufigkeit 
abs (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode) 
(von 153) 

Erläuterung des Codes                                             
 

Tragfähige Lösungen

r 
57x, 37 % GeS_63 

1/6 wird richtig eingefärbt. (richtig) 

r_abl 
4x, 3 % GeS_25 

Das Ergebnis von Item 1a und b ist zusammen mit 
5/12 richtig eingefärbt. (richtig alles in blau) 

Im Ansatz tragfähige Lösungen

ENKG 
7x, 5 % GeS_2 

1/6 wird auf einen Teil des Ganzen (6 Segmente) 
bezogen dargestellt.  
(Einschränkung des Nenners auf kleineres Ganzes) 

Nicht tragfähige Lösungen

1S 
13x, 8 % GeS_121 

Es wird 1 Kreissegment für 1/6 gefärbt. (1 Stück) 
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Code 
Häufigkeit 
abs (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode) 
(von 153) 

Erläuterung des Codes                                             
 

N=S 
49x, 32 % GeS_12 

Es werden 6 Kreissegmente für 1/6 gefärbt.  
(Nenner entspricht der Anzahl der Stücke) 

fsonst 
7x, 5 % GeS_7 

nicht tragfähige Lösungen sonstiger Art  
(sonstige falsche) 

Sonstige 
sonst 
12x, 8 % Lösungen, die nicht einschätzbar sind (z. B. doppelt angemalt) (sonstige) 

Keine Angabe

kA 
4x, 3 % 

 GeS_130 
nichts hingeschrieben, Probleme geäußert oder Lösung durchgestrichen  
(keine Angabe) 

Tabelle 5-2: Übersicht über die Codes für die Lösungen zu Item 1b 

5.2.2 Ergebnisse und Interpretation 
In diesem Abschnitt wird zunächst ein vergleichender Überblick zu den Lö-
sungshäufigkeiten zu Item 1a und 1b gegeben. Den Schwerpunkt bilden die 
vertieften Analysen und Interpretationen der codierten Realisationen des Teils. 
Diese werden itemübergreifend vergleichend vorgenommen, wobei sich die 
Darstellung strukturell an den oben angeführten Kategorien orientiert. 
 
Vergleich der Lösungshäufigkeiten für die Items 1a und 1b 
Die Verteilung der Antworten der Lernenden auf die Codes für das Einzeichnen 
des Anteils 1/6 fällt im Vergleich zum Einzeichnen des Anteils 1/4 deutlich an-
ders aus (vgl. Abb. 5-2). Beim Vergleich der Lösungshäufigkeiten lässt sich fest-
stellen, dass der Anteil der als tragfähig eingeschätzten Antworten bei Item 1a 
wesentlich höher ist als bei Item 1b: Während gut 60 % der Schülerinnen und 
Schüler den zu 1/4 gehörigen Teil vom Kreis erfolgreich eingezeichnet haben, 
gelingt dies nur knapp 40 % der Lernenden für den Anteil 1/6. Dafür steigt die 
Häufigkeit der als nicht tragfähig eingeschätzten Antworten von ca. 26 % für 
Item 1a auf ca. 45 % für Item 1b. Die Anzahl der im Ansatz tragfähigen Antwor-
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ten sowie Bearbeitungen, die der Kategorie sonstige oder keine Angabe zuge-
rechnet wurden, entsprechen sich in etwa. Insgesamt haben 59 Lernende (ca. 
39 %) beide Anteile richtig eingezeichnet. 
 

 
Abb. 5-2: Verteilung der Antworten auf Kategorien für die Items 1a und 1b 

 
Zusammenfassend lässt sich feststellen, dass die Bearbeitung heterogen ausfällt. 
Es ist bemerkenswert, dass auch der aus fachlicher Sicht einfache Aufgabenteil, 
1/4 eines Kreises einzuzeichnen, nur von knapp 60 % der Schülerinnen und 
Schüler richtig gelöst wurde, da der Testzeitpunkt gegen Mitte des 7. Schuljahres 
liegt – zu einem Zeitpunkt, an dem dieser Teil der Bruchrechnung bereits als 
bekannt vorausgesetzt werden kann.  
Auch in anderen empirischen Studien fiel es vielen Schülerinnen und Schülern 
schwer, den Teil von einem graphisch gegebenen, kontinuierlichen strukturierten 
Ganzen zu bestimmen: In einer Studie von Hasemann (1981) mit insgesamt 129 
Siebtklässlern haben 29 % der an der schriftlichen Untersuchung teilnehmenden 
97 Hauptschülerinnen und -schüler den Teil richtig bestimmt. Insgesamt gaben 
nur 14 % den richtigen Anteil 5/12 an (vgl. Hasemann 1981, S. 78). In der Studie 
PALMA wurde die Aufgabe in Klasse 6 nach Behandlung der Bruchrechnung 
von weniger als einem Drittel der befragten Schülerinnen und Schüler richtig 
gelöst (Wartha 2007, S. 191). Die entsprechende Kalkülaufgabe wurde von 
durchschnittlich mehr Schülerinnen und Schülern gelöst (mehr als die Hälfte am 
Ende der Jahrgangsstufe 6; ebd.). 
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Zusammenhang des Einzeichnens von 1/4 und 1/6 
Von den Lernenden, die Item 1a in der vorliegenden Studie richtig gelöst haben, 
haben 59, d. h. nicht ganz 2/3 von ihnen, auch Item 1b richtig gelöst. Umgekehrt 
haben zwei Jugendliche, die Item 1b richtig bearbeitet haben, bei Item 1a den 
Teil falsch eingefärbt. Das ist ein Hinweis darauf, dass das Einfärben von 1/6 
deutlich schwieriger als das Einfärben von 1/4 zu sein scheint: Für den Teil zu 
1/4 verfügen manche Lernende im Kreis vermutlich über eine innere Repräsenta-
tion, die auswendig aus dem Gedächtnis abgerufen werden kann (vgl. auch die 
Sachanalyse in Abschnitt 2.6.1). Dass bei 1/6 deutlich weniger richtige Lösungen 
vorkommen, könnte darauf schließen lassen, dass für 1/6 weniger abrufbare 
Repräsentationen vorliegen (vgl. Hasemann 1986b, S. 18).  
Die im Folgenden abgedruckten Tabellen 5-3 bis 5-5 geben einen Überblick über 
die Interpretationen der Codes im Hinblick auf die Strukturierung des Ganzen 
und die Herstellung von Zusammenhängen zwischen diesem, dem Teil und dem 
Anteil.  
 
Vertiefte Analyse der als tragfähig codierten Lösungen:  
Richtige Identifizierung des Ganzen und seine Strukturierung 
 

Anteil, Code(s) und Beispiel(e), Lösungshäufigkeit(en), Interpretation 
Richtige Identifikation des Ganzen und Nutzung des Anteils

1/4 

r

 
GeS_16 

 
rabl 

 
GeS_25 

absolut 
89 + 4 

prozentual 
61 % 

1/4 (von 12 Segmenten) 

 

tragfähig 

1/6 
absolut 
57 + 4 

prozentual 
40 % 

1/6 (von 12 Segmenten) 

 

Tabelle 5-3: Überblick über die Bearbeitungswege der Kategorie tragfähig 
 
In Tabelle 5-3 wird ein Überblick über die Interpretation der Lösungen der 
Kategorie tragfähig gegeben. Links wird der jeweils betrachtete Anteil, daneben 
wird der Code mit einem Originalbeispiel aufgeführt. An diese Spalte schließt 
sich die Aussage über die Häufigkeit des Codes in der Erhebung an. In der 
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vierten Spalte wird die Interpretation des Codes erläutert: Hier wird die 
Beziehung zwischen dem Bild und den Zahlen interpretiert, indem der 
Zusammenhang als mathematischer Ausdruck und als schematische Zeichnung 
dargestellt wird. Das vermutlich fokussierte Ganze ist hier und im Folgenden 
durch dunkle Umrahmungen gekennzeichnet, während der Teil ausgefüllt ist. Bei 
den Prozentangaben handelt es sich erneut um gerundete Werte. Diese Festle-
gungen gelten sinngemäß auch für die anderen Kategorien. 
Die Bearbeitungen, die der Kategorie tragfähig zugerechnet werden, zeichnen 
sich dadurch aus, dass der Anteil auf den gesamten Kreis als das relevante Ganze 
bezogen wurde. Der Unterschied zwischen den beiden hier vergebenen Codes 
besteht lediglich in der explizierenden Unterscheidung der beiden Anteile 
(Anzahl der Farben). 
 
Vertiefte Analyse der als im Ansatz tragfähig codierten Lösungen:  
Beschränkung des Ganzen auf einen Ausschnitt  
Die Kategorie im Ansatz tragfähig – konkretisiert durch den Code ENKG – ist 
aufschlussreich im Hinblick auf die Identifizierung und die Strukturierung des 
Ganzen (vgl. Tab. 5-4). 
 

Anteil, Code(s) und Beispiel(e), Lösungshäufigkeit(en), Interpretation
Nichtberücksichtigung des Bezugs des Anteils auf das Gesamtganze;

auf Nenner des Anteils als Ganzes eingeschränkte richtige Teil-Ganzes-Beziehung 

1/4 ENKG 

 GeS_2 

absolut 
7 

prozentual 
5 % 

1/4 (von 4 Segmenten) 

 

im Ansatz tragfähig 1/6 
absolut 

7 
prozentual 

5 % 
1/6 (von 6 Segmenten) 

 
Tabelle 5-4: Überblick über die Bearbeitungswege der Kategorie im Ansatz tragfähig 

 
Sieben Jugendliche (ca. 5 %) haben die Aufgabe gelöst, indem sie den Nenner 
des Anteils auf ein kleineres Ganzes als den vorgegebenen Kreis eingeschränkt 
haben. Dabei ist bemerkenswert, dass sie diesen Weg über beide Aufgabenteile 
hinweg konsequent angewendet haben und er daher in der vorliegenden 
Erhebung nicht in einer Kombination mit einem anderen Weg vorkommt (für 
eine mögliche Einschränkung vergleiche die Interpretation des Codes 1S). Dies 
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könnte darauf verweisen, dass die zugrunde liegende Überlegung nicht auf die 
Bekanntheit des Anteils zurückzuführen ist, sondern dass es sich hierbei um eine 
auf konzeptueller Ebene verortete Vorstellung handelt. 
Diese Schülerinnen und Schüler haben 1/4 (bzw. entsprechend 1/6) anscheinend 
übersetzt in „1 Teil von 4 Teilen“. Damit würden sie zunächst die Bedeutung 
eines Anteils aus der Sicht einer Verteilungssituation korrekt deuten: Wird ein 
Ganzes in vier gleich große Stücke geteilt, so bezeichnet 1/4 den Anteil, den 
eines der Stücke vom Ganzen ausmacht. Dabei gibt es in dieser Deutung eine 
Entsprechung zwischen der Anzahl aller Stücke und dem Nenner des Anteils. 
In der vorliegenden Konstellation scheint die Schwierigkeit darin zu liegen, dass 
das Ganze bereits zerlegt wurde (interne Strukturierung). So könnte es sein, dass 
die sieben Lernenden mit dieser Einteilung den Anteil 1/12 identifizieren, denn 
in der Interpretation des Anteils als Teil eines Ganzen könnte der Anteil 1/12 in 
der Verteilungssituation als „Ein Ganzes wird auf 12 Personen verteilt. Welchen 
Anteil bekommt jeder?“ interpretiert werden. 

Was bedeutet 1/4, wenn mehr als vier Teile vorhanden sind? 
Die Lernenden hier haben anscheinend einen anderen Weg gewählt, um die ver-
mutlich zugrundeliegende Vorstellung „1/4 bedeutet 1 von 4 Teilen“ mit der 
vorliegenden Konstellation in Einklang zu bringen: Sie wählen aus den 12 Kreis-
segmenten einen Teilbereich aus, der aus vier Stücken besteht. Somit scheinen 
sie sich innerhalb des durch die Aufgabenstellung vorgegebenen Ganzen ein 
neues Ganzes zu definieren, das zwar aus mehreren Kreissegmenten besteht, 
deren Anzahl jedoch der Zahl im Nenner des Anteils entspricht. Die Lösung 
deutet darauf hin, dass es diesen Jugendlichen Probleme bereitet, einen Anteil 
von einer Menge (diskret, d. h. als Menge interpretierte Kreissegmente) einzu-
zeichnen, die größer ist, als die Zahl im Nenner des Anteils. Damit würde die 
Schwierigkeit in der relativen Anwendung des Anteils auf das Ganze bestehen: 
Zähler und Nenner stellen hier eine isolierte Einheit, ein „Teil-Ganzes-System“ 
dar, welches das Ganze und den Teil – ohne Bezug zu einem „äußeren“ Ganzen, 
d. h. ein Ganzes, auf das man sich relativ beziehen muss – festlegt (für das Ad-
dieren von Anteilen als konkrete Teil-Ganzes-Mengen siehe auch Peck / Jencks 
1981, S. 344; Malle / Huber 2004, S. 21).  
Für den betrachteten Ausschnitt des Ganzen ist die Anteilsvorstellung dann auch 
fachlich tragfähig: Im Gegensatz zu Lernenden, die nach dem Bearbeitungsweg 
N=S die der Zahl im Nenner entsprechende Anzahl an Stücken markieren und 
somit die Brüche als voneinander unabhängige natürliche Zahlen umzudeuten 
scheinen (s. u.), scheinen Schülerinnen und Schüler, deren Bearbeitungen mit 
ENKG codiert wurden, dies nicht zu tun. Es kann vielmehr vermutet werden, 
dass sie die Vorstellung aufgebaut haben, dass ein Anteil eine Beziehung ausdrü-
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cken kann zwischen einem Ganzen (allerdings keinem das aus mehr Stücken 
besteht, als die Zahl im Nenner des Anteils) und einem Teil. Das bedeutet, sie 
nutzen die Tatsache, dass Zähler und Nenner des Bruchs in Beziehung zueinan-
der stehen (vgl. auch Abb. 5-3). 
 

GeS_153 
Abb. 5-3: 1/4 ist 1 von 4 Stücken 

 
Die Vorstellung des „zu großen“ Ganzen kann – neben der expliziten Realisie-
rung, wie sie oben beschrieben wurde – auch dazu führen, dass die Aufgabe nicht 
bearbeitet wird.  
Diese Umsetzung stellt zahlenmäßig in der vorliegenden Erhebung ein eher 
seltenes Phänomen dar. Allerdings gibt sie Hinweise auf eine Vorstellung von 
Anteil und der Beziehung zwischen Teil, Anteil und Ganzem, die Lösungen, die 
in anderen Zusammenhängen vorkommen, z. T. erklären könnte. Damit ist die 
Kenntnis um sie als diagnostisches Wissen hilfreich: So kann das komponenten-
weise Addieren von Brüchen teilweise u. U. auf das Zusammenfügen verschie-
dener Ganzer zurückgeführt werden (vgl. auch Swan 2001, S. 149; Malle 2004, 
S. 5; für ein Beispiel aus der vorliegenden Studie, bei dem der hier beschriebene 
Bearbeitungsweg einen inhaltlichen Erklärungsansatz für falsche Lösungen dar-
stellen kann, vgl. Abschnitt 6.2.2). Bei manchen dieser Lernenden gibt es Hin-
weise darauf, dass sie in anderen Kontexten den relativen / multiplikativen Be-
zug des Anteils auf das Ganze aktivieren können: So erhalten vier der sieben 
Schülerinnen und Schüler bei Item 2a das richtige Ergebnis 10. Das ist ein Hin-
weis darauf, dass diese Vorstellung auch bereichsspezifisch sein kann.  
 
Vertiefte Analyse der als nicht tragfähig codierten Lösungen:  
Vernachlässigung des Ganzen  
Die Kategorie nicht tragfähiger Lösungen umfasst in beiden Items jeweils drei 
Codes, von denen zwei inhaltlich interpretiert werden (vgl. Tab. 5-5).  
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Anteil, Code(s) und Beispiel(e), Lösungshäufigkeit(en), Interpretation 
Nicht-Verdeutlichung bzw. –berücksichtigung der Teil-Ganzes-Relation  

bzw. Fokussierung eines Ausschnitts des Anteils  

1/4 
N=S 

 

GeS_12 
 

absolut 
33 

prozentual 
22 % 

4 Segmente 

 

nicht tragfähig 

1/6 
absolut 

49 
prozentual 

32 % 
6 Segmente 

 

1/4 
 

1/6 

1S 

GeS_121 

absolut 
5 

prozentual 
3 % 

1 Segment 

 

absolut 
13 

prozentual 
8 % 

1/4 von 4 Segmenten 
vgl. ENKG; die 4 
bzw. 6 Segmente 
werden aber (als 
Ganzes) nicht 
explizit gemacht 1/6 von 6 Segmenten 

Tabelle 5-5: Überblick über die Bearbeitungswege der Kategorie nicht tragfähig 
 
Der größte Unterschied in den Lösungshäufigkeiten zwischen Item 1a und 1b ist 
dem Code N=S zuzurechnen. Bei Lösungen, die mit diesem Code erfasst wer-
den, wird die Anzahl der den Teil bildenden Stücke mit der Zahl im Nenner des 
Anteils identifiziert, d. h. der Anteil wird als zwei natürliche Zahlen interpretiert, 
die in keinem Zusammenhang zueinander stehen (vgl. Tab. 5-5): 1/4 wird dann 
als vier Kreissegmente, 1/6 als sechs Kreissegmente umgesetzt. Damit verwech-
seln diese Lernenden „1/n vom Kreis“ mit „n Teile vom Kreis“ (vgl. Hasemann 
1986a, S. 3). Diese Vorstellung erweist sich als eine stabile Vorstellung auch in 
ähnlichen Kontexten (vgl. z. B. Wartha 2007, S. 158 f.; Padberg 2009, S. 101).  
Der Code beschreibt in beiden Items den Großteil der als nicht tragfähig einge-
schätzten Bearbeitungen. Diese Beobachtung deckt sich im Wesentlichen mit 
Ergebnissen anderer Studien: So stellt diese Lösung auch in der PALMA-Studie 
die häufigste nicht tragfähige Realisierung des Anteils dar. Knapp 9 % der an der 
Studie teilnehmenden Lernenden haben sie zu zwei Testzeitpunkten für beide 
Anteile konsequent angewendet (vgl. Wartha 2007, S. 192). Hasemann (1981) 
weist sie ebenfalls als häufig aus (Hasemann 1981, S. 78 f.). Dieser Bearbei-
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tungsweg gewinnt auch für Konstellation II – „Gegeben sind Teil und Ganzes, 
gesucht ist der Anteil“ eine größere Bedeutung (vgl. Abschnitt 6.2.2).  
Eine zweite Gruppe von nicht tragfähigen Bearbeitungen wird mit dem Code 1S 
erfasst. Hierbei färben Lernende für den jeweiligen Anteil nur ein Kreissegment. 
Diese Vorgehensweise lässt sich für beide Items nachweisen. Dabei haben alle 
Jugendlichen, deren Bearbeitungen für Item 1a diesem Code zugerechnet wur-
den, auch Item 1b auf diese Weise gelöst. Umgekehrt haben einige Lernende für 
Item 1b ein Kreissegment gefärbt, aber Item 1a richtig bearbeitet (acht Lernen-
de). Dies kann u. U. auf die im Kreis vergleichsweise einfachere Realisierbarkeit 
des Anteils 1/4 zurückzuführen sein (auswendig abrufbare Repräsentation). 
Als mögliche Erklärungsbasis können mehrere Strategien herangezogen werden, 
die sich in der Explikation und Interpretation des Ganzen unterscheiden lassen:  
1. Es wird ähnlich wie bei N=S nur ein Bestandteil des Anteils fokussiert. In 

diesem Fall ist es nicht der Nenner des Anteils, sondern der Zähler, für den 
ein Kreissegment gefärbt wird. Läge diese Strategie der Lösung zugrunde, 
würde es sich um ein Denken in natürlichen absoluten Zahlen statt in Relati-
onen handeln. 

2. Es handelt sich um eine ähnliche Realisierung wie die, die mit dem Code 
ENKG beschrieben wird. Dabei würde das zugrunde liegende Ganze aller-
dings nicht extra hervorgehoben werden. Würde diese Interpretation für alle 
hier erfassten Lösungen greifen, so würde die Vorstellung eines Ganzen, das 
nicht größer als der Nenner des Anteil sein kann, in dieser Erhebung insge-
samt ein größeres Gewicht bekommen: Für Item 1a gäbe es somit 12 (ca. 
8 %) und für Item 1b sogar 20 Bearbeitungen (ca. 13 %), die das Ganze auf 
einen Ausschnitt des vorgegebenen Ganzen reduzieren. 

Während 1. kein Ganzes anzunehmen scheint, wären bei einer Interpretation 
nach 2. zumindest Teilaspekte tragfähig. Da es für diese Interpretation jedoch 
keine sichtbaren Indikatoren gibt, wird die Bearbeitung insgesamt der Kategorie 
nicht tragfähig zugerechnet. 
 
Zusammenfassung 
Obwohl die Aufgabe in der Klassenstufe 7 beherrscht werden sollte, zeigt sich, 
dass einige Lernende z. T. erhebliche Schwierigkeiten haben, die Anteile 1/4 
bzw. 1/6 in einem kontinuierlichen strukturierten Ganzen zu realisieren, wenn die 
Anzahl der Stücke nicht der Zahl im Nenner entspricht (z. B. Codes N=S, 1S, 
ENKG). Dabei scheint die Lösungshäufigkeit abhängig von der Bekanntheit des 
Anteils zu sein: Der Anteil 1/4 wird im Allgemeinen besser bearbeitet als 1/6. 
Die Strukturierung des Ganzen in 12 Segmente scheint dabei für manche Ler-
nende eine Hürde darzustellen, wenn von der ganzheitlichen Sicht auf den Kreis 



5.3 Analysen der schriftlichen Produkte zum Bestimmen des Teils (diskretes Ganzes) 169 

abgelenkt und die Diskretheit des Ganzen betont wird (kontinuierliches struktu-
riertes Ganzes). Damit zeigt sich hier die Bedeutung der Qualität des Ganzen für 
die Abrufbarkeit und Generierung von Lösungswegen. 
Als ein wichtiger Faktor lässt sich feststellen, dass für den Erfolg bei der Bear-
beitung der Aufgabe von entscheidender Bedeutung zu sein scheint, ob das Gan-
ze überhaupt als ein relevanter Aspekt in den Fokus rückt oder ob Anteile z. B. in 
absolut betrachtete natürliche Zahlen umgedeutet werden (vgl. z. B. Code N=S). 
Das bedeutet, es ist zunächst entscheidend, ob der Anteil als eine Beziehung 
zwischen zwei Zahlen gedeutet werden kann, die nicht gänzlich voneinander 
isoliert genutzt werden (können). 
Für Lernende, die als Ganzes für den Anteil nur einen Ausschnitt annehmen 
(Code ENKG; eventuell Code 1S), würde sich im Kontext dieser Aufgabe wiede-
rum z. B. die Frage stellen, wie 1/4 bezogen auf ein größeres Ganzes gedeutet 
werden kann. Eine zielführende Strategie der (Um-)Interpretation wäre, die Ein-
teilung zu vergröbern und jeweils drei Stücke zu einem Teil zusammenzufassen, 
d. h. neue Einheiten zu bilden. Damit könnte der Blick auf das Ganze und seine 
Strukturierung in (neue) Einheiten an dieser Stelle Möglichkeiten für eine geziel-
te Förderung im Hinblick auf den Umgang mit Brüchen bereitstellen. 
Neben der Fähigkeit, den Anteil als eine Beziehung zwischen zwei Zahlen deu-
ten zu können, gibt es einen weiteren Aspekt, der für den Lösungserfolg oder  
-misserfolg wichtig ist: Entscheidend ist, wie die Zusammenhänge zwischen dem 
Anteil und dem Ganzen bzw. zwischen dem Zähler und dem Nenner des Anteils 
gedeutet werden. Wird der Anteil auf die Zahlbeziehung zwischen zwei konkre-
ten als unveränderlich angenommenen natürlichen Zahlen (hier der 1 und der 4 
bzw. der 1 und der 6; Code ENKG) „reduziert“, so kann das Anwenden dieses 
Anteils auf ein Ganzes Probleme bereiten. Das geschieht dann, wenn das Ganze 
aus mehr Teilen besteht, als es die Zahl im Nenner des Anteils angibt. Hier 
scheint die Vorstellung des Anteils als „Teil eines (kontinuierlichen unstrukturier-
ten) Ganzen“ bei der Lösung der Aufgabe hinderlich zu sein.  

5.3 Analysen der schriftlichen Produkte zum Bestimmen 
des Teils (diskretes Ganzes)  

Eine Realisierung für Konstellation I mit einem diskreten 
Ganzen wird in der schriftlichen Erhebung mit Item 2a umge-
setzt (vgl. Abb. 5-4). In diesem Abschnitt soll untersucht 
werden, welche Strukturierungen und Bearbeitungswege beim 
Bestimmen des Teils vorgenommen werden, wenn das Ganze 
eine diskrete Menge ist.  
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Die vertiefte Analyse stützt sich auf drei Bereiche, die in der Aufgabenstellung 
angesprochen werden: die reine Zahllösung, den beschriebenen Rechenweg und 
die angefertigte Zeichnung. Vor allem über die beiden letztgenannten Aspekte 
sollen Rückschlüsse über die Fokussierungen von Lernenden und ihre Vorstel-
lungen zum Ganzen und dessen Zusammenhänge mit Teil und Anteil gezogen 
werden: Hier ist von Interesse, welche der in der Aufgabenstellung gegebenen 
Zahlen wie miteinander in Beziehung gesetzt werden.  
 

a)  Simon sagt: Wie viele Bonbons hat Simon geges-
sen? Erkläre, wie du das herausfin-
dest und zeichne ein Bild dazu.  

Abb. 5-4: Item 2a 

5.3.1 Auflistung der Codierung der Rechenwege und Bilder  
für Item 2a 

Im Folgenden werden die Codes für die Rechenwege und Bilder zu Item 2a in 
einer tabellarischen Darstellung (Tab. 5-6 bis 5-7) erläutert. In der vorliegenden 
Arbeit wird dabei unter Rechenwegen und Bildern Folgendes verstanden:  
• Rechenwege: Als Rechenweg werden alle Terme oder verbalen Beschreibun-

gen des Vorgehens zur Bestimmung der Lösung gezählt, die eigenständig 
(d. h. alleine verständlich) und nicht direkt mit einem Bild verbunden sind 
(z. B. Beschriftungen eines Bildes durch Pfeile). Terme ohne Ergebnis oder 
Aussagen wie "Ich habe xy gerechnet" werden so gewertet, wie sie syntak-
tisch dort stehen. Wenn eine verbale Beschreibung der Lösung nicht dekodiert 
werden kann, wird sie als sonst codiert. Wird eine Rechnung anders aufge-
schrieben, als sie gerechnet wird, dann wird die Durchführung der Rechnung 
gewertet. Wenn Bild und Text vorhanden sind, werden beide nur dann als Bild 
und Weg codiert, wenn der Weg über eine reine Bildbeschreibung hinausgeht. 
Bei den Rechenwegen wurden nur die nicht durchgestrichenen Rechenwege 
gewertet. Wurden zwei Rechenwege angegeben, so wurde die Lösung nur 
einmal als sonstige (bei gleichzeitigem tragfähigen und nicht tragfähigen 
Weg), sonstige nicht tragfähige oder sonstige tragfähige erfasst. 

• Bilder: Als Bild wird eine Lösung gezählt, wenn sie über eine rein numerische 
bzw. symbolische Darstellung hinausgeht, d. h. wenn sie ikonische Elemente 
(z. B. Mengendarstellungen oder Flächendarstellungen) enthält, die mathema-
tisch sind und über eine reine Dekoration (etwa Männchen usw.) hinausgeht.  

Die Codes für die Rechenwege werden durch die Zuordnung zu den Kategorien 
tragfähig, im Ansatz tragfähig, nicht tragfähig, sonstige, keine Angabe und nur 

Ich habe 5
8 von den Bonbons geges-

sen, die ich gekauft habe. 
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Bilder gewertet. Bei den Codes NBT, NBA, NBN und Bsonst, die in der Kategorie 
nur Bilder vergeben werden, handelt es sich um „Sammelcodes“. Diese Lösun-
gen, die nur aus einem Bild bestehen, werden in Tabelle Tab. 5-7 mit erfasst.  
Die Codierung der Bilder wird in denselben Kategorien erfasst und stützt sich 
auf die in den Zeichnungen identifizierbaren Zahlen. Die Tragfähigkeit bezieht 
sich dabei auf die Eignung des Bildes zur Erfassung und Darstellung der struktu-
rellen Zusammenhänge der Zahlen aus der Aufgabenstellung, d. h. von Teil, 
Anteil und Ganzem. So ist etwa ein Bild, in dem nur der Teil dargestellt ist (Code 
T), für Konstellation I zwar mathematisch korrekt, jedoch lässt es keine Struktu-
rierungen und Zusammenhänge zum Ganzen und zum Anteil erkennen, so dass 
es der Kategorie im Ansatz tragfähig zugeordnet wird.  
Die Zahllösungen wurden unabhängig vom gewählten Bearbeitungsweg codiert, 
da manche Lernende unterschiedliche Lösungen und widersprüchliche Lösungs-
wege angaben und z. B. ein nicht richtiger Rechenweg zusammen mit einem 
richtigen Ergebnis aufgeschrieben wurde und umgekehrt. Da in diesen Antwor-
ten teilweise sehr kluge Überlegungen der Schülerinnen und Schüler stecken, 
sollten diese Antworten nicht als rein nicht-eindeutige Lösungen einfach aus der 
Analyse herausgenommen werden. Darüber hinaus ist bei widersprüchlichen 
Ergebnissen auch nicht auszuschließen, dass das Endergebnis, das die Jugendli-
chen verschriftlicht haben, nicht vielleicht vom Nachbarn inspiriert wurde oder 
dass das Ergebnis im Kopf gefunden wurde und der aufgeschriebene Rechenweg 
einen Versuch darstellt, die Lösung schriftlich zu rekonstruieren.  
Bei den Angaben zu den relativen Häufigkeiten der Codes in den folgenden Ta-
bellen 5-6 und 5-7 handelt es sich um gerundete Werte. 

Rechenwege zu Item 2a: Ganzes 16 und Anteil 5/8 gegeben – Teil gesucht 
Code 
Häufigkeit 
abs (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode)  
(von 153) 

Erläuterung des Codes                                

Tragfähige Lösungen

E 
29x, 19 % 

GeS_58 

Der Nenner des Anteils 5/8 wird auf 16 
gebracht; der Zähler wird angeglichen (z. T. 
Bezeichnung als Multiplikation / Verdoppeln). 
(Erweitern) 

G· A  
11x, 
7 % GeS_103 

Das Ganze wird mit dem Anteil multipliziert. 
Anschließend wird entweder mit Brüchen 
weiter gearbeitet oder mit natürlichen Zah-
len. (Ganzes mal Anteil) 
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Code 
Häufigkeit 
abs (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode)  
(von 153) 

Erläuterung des Codes                                

S 
17x, 11 %  GeS_89 

Es wird ausschließlich mit natürlichen Zahlen 
gerechnet bzw. in Schritten gerechnet. Es 
wird 16 : 8 und dann das Ergebnis „mal 5“ 
gerechnet. Dabei können zwar Brüche 
genannt werden, diese werden aber nicht als 
solche direkt in die Rechnung einbezogen.  
(Schrittweise) 

rsonst 
6x, 4 % tragfähige Lösungen sonstiger Art (sonstige richtige) 

Im Ansatz tragfähige Lösungen

NN 
2x, 1 %  GeS_3 

Es wird 2 · 8 gerechnet bzw. das Passen der 
8 in die 16 untersucht bzw. 16 : 8 geteilt.  
(Nur Nenner) 

Abst 
1x, 1 % 

 GeS_4 

Es wird die Differenz zwischen dem Zähler 
und dem Nenner des richtigen Bruches 
angegeben. (Abstand) 

Nicht tragfähige Lösungen

G:A 
2x, 1 % GeS_75 

Es wird die Rechnung 16 · 8 : 5 oder 16 : 5/8 aufgeschrieben bzw. durchgeführt.  
(Ganzes durch Anteil) 

G-A 
1x, 1 % 

GeS_125 

Es wird 16 - 5/8 aufgeschrie-
ben und dabei Zähler und 
Nenner jeweils voneinander 
subtrahiert.  
(Ganzes minus Anteil) 

G-Z 
1x, 1 % GeS_54 

Es wird 16 - 5 gerechnet. (Ganzes minus Zähler)

Z+N 
1x, 1 % 

 GeS_31 

Es werden Zähler und Nen-
ner addiert.  
(Zähler plus Nenner) 

fsonst 
5x, 3 % 

nicht tragfähige Lösungen sonstiger Art 
(sonstige falsche) 
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Code 
Häufigkeit 
abs (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode)  
(von 153) 

Erläuterung des Codes                                

Sonstige Lösungen
sonst 
5x, 3 % 

Lösungen, die nicht einschätzbar sind 
(sonstige) 

Nur Bilder ( für Beispiele siehe Tabelle 5-7) 
NBT 
4x, 3 % Nur Bilder: tragfähige Bilder  

NBA 
9x, 6 % Nur Bilder: im Ansatz tragfähige Bilder  

NBN 
16x, 10 % Nur Bilder: nicht tragfähige Bilder 

Bsonst 
2x, 1 % Nur Bilder: Lösungen, die nicht einschätzbar sind (Nur Bilder: sonstige) 

Keine Angabe
kA 
41x, 27 % 

nichts hingeschrieben, Probleme geäußert oder Lösung durchgestrichen  
(keine Angabe) 

Tabelle 5-6: Übersicht über die Codes für die Rechenwege zu Item 2a 

Bilder zu Item 2a: Ganzes 16 und Anteil 5/8 gegeben – Teil gesucht  
Code 
Häufigkeit 
abs (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode) 
(von 153) 

Erläuterung des Codes                         

Tragfähige Lösungen

K 
6x, 4 %  GeS_16 

Alle Zahlen sind erkennbar; im Bild sind 10 von 16 bzw. 10/16 und 5 von 8 bzw. 
5/8 zu erkennen. Dabei ist die Beziehung zwischen 10 und 16 z. T. deutlicher 
markiert als zwischen 5 und 8. (komplett) 

EV 
2x, 1 % 

 GeS_63 
Alle Zahlen sind erkennbar; im Bild sind 10 und 16 bzw. 10/16 und 5 und 8 bzw. 
5/8 zu erkennen. Dabei werden beide Zahlbeziehungen in jeweils einer Zeich-
nung verdeutlicht, die dann miteinander in Beziehung gebracht werden.  
(Erweitern als Verfeinern) 
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Code 
Häufigkeit 
abs (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode) 
(von 153) 

Erläuterung des Codes                         

EE 
2x, 1 % 

GeS_10 

Im Bild sind die 5 von 8 bzw. 5/8 zwei-
mal zu sehen. Die 10 bzw. 16 entstehen 
durch das Zusammenfügen von zwei 
Einheiten mit jeweils 5 bzw. 8 Teilen, 
welche aber räumlich getrennt bleiben.  
(Erweitern als Zusammenfügen / Ein-
heiten) 

Z+Z 
6x, 4 % 

GeS_1 

Im Bild sind 5 + 5 von 16 (und die 6) 
bzw. zweimal 5/16 zu sehen. Die 8 bzw. 
5/8 sind nicht (direkt) zu sehen. 
(Teil als Vielfaches des Zählers) 

Im Ansatz tragfähige Lösungen

TVG 
14x, 9 % 

GeS_18 

Im Bild sind die 10 von 16 bzw. 10/16 
bzw. 6 und 10 erkennbar. Die 5 und die 
8 bzw. die 5/8 sind nicht hervorgehoben 
und es ist keine weitere Strukturierung 
erkennbar, aber evtl. im Prozess rele-
vant gewesen. (Teil vom Ganzen) 

T 
4x, 3 %  

GeS_36 

Im Bild ist nur die 10 (und z. T. die 5) zu 
erkennen. Die 16 und die 8 bzw. die 
10/16 und die 5/8 sind nicht zu erken-
nen. (Teil) 

ENKG 
3x, 2 % 

GeS_86 

Im Bild ist die 16, die 8 und die 5 bzw. 
5/8 zu sehen. Dabei ist die 5 auf die 8 
bezogen. Die 10 ist nicht zu sehen.  
(Einschränkung des Nenners auf klei-
neres Ganzes) 

NN 
2x, 1 % 

GeS_22  

16 wird in 8 Zweierpäckchen zerlegt. Es 
findet keine weitere Strukturierung statt. 
(Einteilung durch Nenner) 

Nicht tragfähige Lösungen

A 
11x, 7 % GeS_12 

Im Bild sind die 5 von 8 bzw. 5/8 zu 
sehen. Die 10 und die 16 sind nicht 
sichtbar. (Anteil) 

G 
2x, 1 % 
 GeS_40 

Im Bild sieht man die 16. (Ganzes) 
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Code 
Häufigkeit 
abs (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode) 
(von 153) 

Erläuterung des Codes                         

TAvG 
6x, 4 %  

GeS_20 

Im Bild sieht man 8 von 16 oder 8/16. 
Man sieht nicht die 5 und die 10 oder 
5/8 oder 10/16. ODER: Im Bild sieht 
man 5 von 16 oder 5/16. Man sieht 
nicht die 10 und die 8 oder 5/8.  
(Teile vom Anteil vom Ganzen) 

GA 
3x, 2 % 

GeS_100 

Zwei Zeichnungen: Es sind die 16 und 
die 5/8 (entweder als 5 und 8 durch 
Bruchstrich getrennt oder als 5 von 8) 
erkennbar. (Ganzes und Anteil) 

Bfsonst 
12x, 8 %  nicht tragfähige Bilder sonstiger Art (sonstige falsche) 

Sonstige Lösungen
Bsonst 
2x, 1 % Bilder, die nicht einschätzbar sind (sonstige) 

Keine Angabe
OB 
78x, 51 % kein Bild vorhanden (ohne Bild)  

Tabelle 5-7: Übersicht über die Codes für die Bilder zu Item 2a 

5.3.2 Ergebnisse und Interpretation 
In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der schriftlichen Erhebung für Item 
2a dargestellt. Zunächst wird ein Überblick zu den Lösungshäufigkeiten für die 
Zahllösungen, Rechenwege und Bilder gegeben. Den Schwerpunkt des Ab-
schnitts bilden die vertieften Analysen und Interpretationen der codierten Re-
chenwege und Bilder. Die Darstellung orientiert sich strukturell an den oben 
angeführten Kategorien. 
 
Lösungshäufigkeiten für die Zahllösungen, Rechenwege und Bilder 
Abb. 5-5 kann entnommen werden, dass 86 Schülerinnen und Schüler (ca. 56 %) 
die richtige Zahllösung 10 gefunden haben (Als Lösung wurde eine Zahl auch 
dann gewertet, wenn sie nicht noch einmal extra an den für die Antwort im Lay-
out des Tests vorgesehenen Platz geschrieben wurde.). 35 Lernende haben eine 
falsche Antwort gegeben (ca. 23 %). Fünf Lösungen waren nicht interpretierbar: 
Sonstige Zahllösungen sind entweder schlecht lesbar oder es wurde mehr als eine 
Zahl genannt. Insgesamt haben 27 Jugendliche keine Zahllösung angegeben. 
Es ist deutlich zu erkennen, dass die Anzahl der als tragfähig eingeschätzten 
Lösungen von Zahllösung über Rechenweg zu bildlicher Darstellung abnimmt: 
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Ca. 41 % der Lernenden haben einen tragfähigen Rechenweg angegeben, wäh-
rend ca. 10 % der Schülerinnen und Schüler ein tragfähiges Bild gezeichnet 
haben. Ob dies allerdings auf die Schwierigkeit der einzelnen Arbeitsaufträge 
zurückzuführen ist oder ob einzelne Aufträge überlesen bzw. vergessen wurden, 
kann auf Grundlage der Daten nicht erschlossen werden.  
Bei den Bildern sind nahezu genauso viele als tragfähig und im Ansatz tragfähig 
wie als nicht tragfähig eingeschätzte angefertigt worden. Insgesamt ist die Zahl 
der Lernenden, die kein Bild angefertigt haben, mit ca. 51 % sehr hoch.  
 

 
Abb. 5-5: Überblick zu Zahllösungen, Rechenwegen und Bildern für Item 2a 

 
Elf Jugendliche haben alle drei Bereiche von Item 2a tragfähig gelöst, also so-
wohl ein tragfähiges Bild als auch einen stimmigen Rechenweg und die richtige 
Lösung angegeben. Dabei ist zu betonen, dass die Dopplung von Rechenweg und 
Bild zwar in der Aufgabenstellung verlangt war, einige Lernende aber die Bilder 
als Erklärung verstanden zu haben scheinen bzw. auch die Forderung nach einem 
Bild vielleicht überlesen haben. Sechs Lernende haben lediglich eine Zahllösung 
ohne Erläuterung aufgeschrieben.  

86
63

16

3

23

35

10

34

5

5 2

31

27
41

78

0%

10%

20%

30%

40%

50%

60%

70%

80%

90%

100%

Zahl Wege Bilder

keine Angabe

nur Bilder

sonstige

nicht tragfähig

im Ansatz
tragfähig

tragfähig



5.3 Analysen der schriftlichen Produkte zum Bestimmen des Teils (diskretes Ganzes) 177

Im Folgenden werden die wesentlichen Rechenwege und Bilder vergleichend 
interpretiert und die Ergebnisse zum Umgang mit Teil, Anteil und Ganzem dar-
gestellt. Alle interpretierbaren Bilder werden ergänzend in Tabellen (strukturiert 
nach Kategorien) abgedruckt (vgl. Tab. 5-8 bis 5-10). Dabei handelt es sich um 
schematische Darstellungen: Es wird eine Möglichkeit unter vielen angeführt, 
wie ein Bild zu dem jeweiligen Code aussehen kann, wobei sich die Darstellung 
an den tatsächlich angefertigten Lösungen orientiert. Der Teil ist jeweils rot dar-
gestellt; das Ganze bzw. der Rest grün. Diese Festlegungen gelten sinngemäß für 
die Darstellungen aller Kategorien. 
Als Darstellungsmittel wird durchgängig das Rechteck verwendet, um einen 
strukturellen Vergleich der unterschiedlichen Zugangsweisen zur Lösung der 
Aufgabe zu erleichtern, auch wenn die Lösungen der Lernenden Kreisbilder 
u.v.a. nutzten (vgl. z. B. Tab. 5-7). Durch die Auswahl einer Darstellung sollen 
die in Worten schwerer beschreibbaren Zahlzusammenhänge in der Zeichnung 
verdeutlicht werden. Dabei handelt es sich bei der Erstellung der Zeichnung zu 
einem gewissen Grad selbst um eine Interpretation. 
Die Häufigkeiten der Lösungen werden für zwei Gruppen von Lernenden be-
trachtet: Zum einen für alle am Test teilnehmenden Schülerinnen und Schüler 
(N=153) und zum anderen für diejenigen Lernenden, die für das jeweilige Item 
überhaupt ein Bild angefertigt haben (Wert in Klammern).  
 
Vertiefte Analyse der als tragfähig codierten Rechenwege und Bilder:  
Nutzen von Strukturen 
Den tragfähigen Bearbeitungswegen und hilfreichen Bildern ist allen gemein-
sam, dass sie das Ganze 16 richtig identifizieren und für die Lösung der Aufgabe 
gewinnbringend nutzen. Dies tun sie auf unterschiedliche Art und Weise.  

Rechenwege: Syntaktisches und inhaltliches Erweitern (Hochrechnen) 
Der häufigste Bearbeitungsweg besteht darin, die Relation zwischen Zähler und 
Nenner des Anteils zu nutzen und den Bruch zu erweitern bzw. hochzurechnen. 
Dabei kann der Anteil selbst als ein Teil-Ganzes-System interpretiert werden 
(Code E; vgl. auch die Sachanalyse zu Item 2a in Abschnitt 2.6.2). 29 Lernende 
haben die Aufgabe auf diese Weise gelöst. Dabei beschreiben einige Schülerin-
nen und Schüler das Erhalten des Anteils 10/16 aus dem Anteil 5/8 auch durch 
eine Multiplikation (vgl. Abb. 5-6). Das lässt vermuten, dass diese Jugendlichen 
die Bezeichnungen der Operationen verwechseln und eigentlich den Begriff 
„Erweitern“ meinen. Andererseits gibt es bei den bildlichen Lösungen auch 
Hinweise darauf, dass hier tatsächlich an ein Vervielfachen der einzelnen Bon-
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bonmengen gedacht wird, d. h. an ein inhaltliches Hochrechnen oder Zusammen-
fügen (s. u. und die Sachanalyse in Abschnitt 2.6.2).  
 

  GeS_1 
Abb. 5-6: Hochrechnen: Verdoppeln der 5/8-Menge 

Bilder: Erweitern als Verfeinern und Erweitern als Zusammenfügen 
Eine Umsetzung des Erweiterns bei den Bildern kann in der Vorstellung des 
Verfeinerns von Flächen, d. h. kontinuierlichen Ganzen geschehen. 
Im Zusammenhang mit Item 2a wechseln Lernende für die Darstellung die Qua-
lität des in der Aufgabenstellung vorgegebenen Ganzen: Das Erweitern wird als 
eine Verfeinerung des Anteils 5/8 (von einem Ganzen) deutbar (Code EV). Bei 
dieser Realisierung scheint der Vergleich der beiden Anteile 5/8 und 10/16 im 
Vordergrund zu stehen: In Abb. 5-7 wurden zwei Kreise gezeichnet, die durch 
den Satz „jedes Bruchstück geteilt durch 2“ miteinander in Beziehung stehen 
(Die ungleich großen Kreise kommen vermutlich durch die interne Strukturie-
rung zu Stande: Teilt man einen Kreis in 16 Teile, so kann dies bei einem zu 
kleinen Kreis schwer und unübersichtlich werden.). Es kann hier die Idee des 
Verfeinerns bzw. Vergröberns der Einteilung des Kreises gesehen werden, die 
zusätzlich durch das Färben desselben Bereichs vom Kreis verdeutlicht wird. 
Damit sind in der Zeichnung alle relevanten Zahlen erkennbar. Vergleichbare 
bildliche Lösungen traten in dieser Erhebung zweimal auf (vgl. Tab. 5-8). 
 

 GeS_63 
Abb. 5-7: Beispiel für den Bilder-Code EV: Erweitern als Verfeinern 

 
Wie bereits für die Rechenwegen dargestellt wurde, haben einige Lernende das 
Erweitern von 5/8 zu 10/16 auch als Multiplikation beschrieben. Neben der Ver-
wechslung der beiden Begriffe kann auch eine konzeptionelle Idee hinter dieser 
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Bezeichnung stecken: Wird der Anteil als ein abgeschlossenes Teil-Ganzes-
System gedeutet (vgl. Abschnitt 1.5.2), so können Zähler und Nenner des Anteils 
in diesem konkreten Fall als richtige Bonbonmengen und damit als ein diskreter 
Teil und ein diskretes Ganzes gedeutet werden. Diese beiden Komponenten wer-
den zunächst ohne einen Bezug zu einem „äußeren“ weiteren Ganzen betrachtet: 
5/8 kann dann „5 von 8 Bonbons“ bedeuten. Diese konkrete Bonbonmenge kann 
mehrmals gebildet werden und es ergeben sich additiv durch (gedachtes) Zu-
sammenfügen das vorgegebene Ganze aus der Gesamtanzahl der Bonbons und 
der gesuchte Teil aus der Anzahl der gegessenen Bonbons.  

 
Code  Häufigkeit (gerundet)

von 153 (von 75) 
Graphische Repräsentation des Anteils: 
schematische Deutung  

Einschät-
zung  

Verdeutlichung struktureller Beziehungen der Zahlen 

K 
10, 16, 5 und 8 

tragfähige Bilder 

absolut: 6 
prozentual: 4 % (8 %) 

EV 

5 und 8    und   10 und 16 

absolut: 2 
prozentual: 1 % (3 %) 

EE 

5 und 8    und    5 und 8

absolut: 2 
prozentual: 1 % (3 %) 

Z+Z 
5 und 5 und 16

 
absolut: 6 
prozentual: 4 % (8 %) 

Tabelle 5-8: Schematischer Überblick über die Bilder-Codes: tragfähige Bilder 
 

 GeS_150 
Abb. 5-8: Erweitern als Zusammenfügen kontinuierlich: Beispiel zu Bilder-Code EE 
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 GeS_10 
Abb. 5-9: Erweitern als Zusammenfügen diskret: Beispiel zu Bilder-Code EE 

 
Damit kann das Herstellen der 10/16 aus 5/8 als „Verdopplung“ gedeutet werden: 
So deuten Bearbeitungen, die dem Bilder-Code EE zugerechnet wurden, darauf 
hin, dass manche Lernende das Erweitern nicht als eine Verfeinerung einer Ein-
teilung oder das Erhalten einer Verhältnisgleichheit sehen (in dieser Erhebung 
kommt der Code EE aufgrund der begrenzten Teilnehmerzahl allerdings nur 
insgesamt zweimal vor). In der als hilfreich codierten Darstellung in Abbildung 
5-8 werden die 10/16 additiv erhalten, indem 5/8 als konkrete Objekte (z. B. 
Kuchenstücke) verdoppelt werden. Das Ergebnis muss dann als 10/16 so gedeu-
tet werden, dass beide Kreise zusammen das Ganze darstellen. Damit wird nicht 
wie oben eine Beziehung zwischen zwei Kreisbildern im Vergleich hergestellt, 
sondern sie müssen in einer Struktur zusammengefasst werden. 
Die konzeptionelle Schwierigkeit bei dieser Umsetzung besteht in der potenziel-
len Verwechslungsgefahr zwischen dem Addieren von Brüchen mit Bezug auf 
das gleiche Ganze (Nenner des Anteils) und dem komponentenweisen Addieren 
mit Bezug auf ein neues, durch die Nenner beschriebenes Ganzes. Hier muss 
ganz deutlich gemacht werden, was das Ganze genau ist. Neben dieser flächigen 
Umsetzung gibt es eine weitere, die im Diskreten argumentiert (vgl. Abb. 5-9). 
Sie lässt mehrere Deutungen zu: So könnte es sein, dass dieser Schüler das Gan-
ze bzw. den Teil aus zwei Teil-Ganzes-Systemen zusammensetzt (als Erweitern). 
Andererseits kann es auch sein, dass er vom Ganzen ausgeht und dieses in zwei 
Mengen von der Größe des Nenners des Anteils teilt.  

Mögliche Schwierigkeiten:  
Erweitern aus fachlicher Sicht und aus Lernendenperspektive  
Abb. 5-10 zeigt die strukturellen Unterschiede zwischen dem Verdoppeln, Erwei-
tern durch Verfeinern und Erweitern durch Zusammenfügen. Dabei wird das in 
dieser Aufgabe diskrete Ganze kontinuierlich umgedeutet (links).  
An dieser Stelle zeigt sich eine mögliche Differenz zwischen der fachlichen 
Perspektive und der Lernendenperspektive: Beim Erweitern darf sich das Ganze 
aus fachlicher Sicht nicht verändern. Nur die Strukturierung bzw. die Größe und 
Anzahl der Einheiten darf verändert werden. Dabei ist die Perspektive auf das 
Teil-Ganzes-System die vom Ganzen zum Teil. 
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Wie sich in der schriftlichen Erhebung zeigt, wird das Ganze (16) von Lernenden 
in diesem Fall allerdings nicht unbedingt als gegeben genutzt, sondern ergibt sich 
erst über das Reproduzieren des Anteils (als Hochrechnen). Dadurch wird das 
Erweitern in seiner umgekehrten Richtung (vom Teil zum Ganzen) auch als Ver-
dopplung beschreibbar. Dabei bezieht sich das Verdoppeln aus Lernendenper-
spektive vermutlich auf ein konkretes Zusammenlegen von Mengen (mittlere 
Zeile), wobei es sich aus fachlicher Sicht in diesem Fall eher um ein Hineinlesen 
von Strukturen in das bereits vorhandene Ganze handelt (untere Zeile). 
 

    
Abb. 5-10: Verdoppeln, Zusammenfügen und Verfeinern (von oben nach unten)  

(kontinuierlich / diskret) 
 

 
Abb. 5-11: Erweitern im Diskreten: Das Ganze bleibt gleich, die Einheiten ändern sich. 

 
Bei der diskreten Sichtweise besteht darüber hinaus das (inhaltliche) Problem, 
dass beim „fachlichen“ Erweitern unter die vorhandene Einheit der einzelnen 
diskreten Elemente gegangen werden müsste, wenn von den 5/8 ausgegangen 
wird: In diesem Fall müssten die acht Bonbons jeweils halbiert werden, um die 
16 zu erzeugen (vgl. Abb. 5-10, rechts unten; für die Grundvorstellungen für das 
Kürzen und Erweitern vgl. Malle 2004, S. 5 f.; vgl. auch Abschnitt 1.2.4). An-
dernfalls müsste das Erweitern rückwirkend dargestellt werden: Es müsste von 
einem Ganzen ausgegangen werden, das bereits zu Beginn aus 16 Einheiten 
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besteht, welches sich zunächst aus acht Einheiten von je zwei Bonbons zusam-
mensetzt. Beim Erweitern müssten diese Zweier-Einheiten aufgetrennt und in 
Einer-Einheiten gefasst werden, was insgesamt 16 Einheiten ergibt (vgl. Abb. 
5-11 und Abschnitt 1.6 zum Bilden und Umbilden von Einheiten). Von Lernen-
den wird das Ganze im Sachkontext vermutlich aber als eine Vergrößerung er-
lebt, da es größer ist, als die betrachteten acht Bonbons.  
Das Wissen um diese Vorstellung von Lernenden, dass nämlich das eigentlich 
vorhandene Ganze neu konstruiert wird (durch das mehrmalige Nutzen des An-
teils), kann dazu beitragen, Missverständnisse zu klären: Den Unterschied zwi-
schen Erweitern als „Multiplizieren“ und dem „fachlich richtigen“ Multiplizieren 
kann nur verstehen, wer erkennt, dass es sich im ersten Fall um das Hineinsehen 
von Strukturen in ein bereits vorhandenes Ganzes handelt und nicht um ein Ver-
vielfachen von Teilen zum Erzeugen eines Ganzen.  
Darüber hinaus ist auch die Darstellung klärungsbedürftig: Was bei einem konti-
nuierlichen Ganzen plausibel wird, muss bei der Übertragung auf ein diskretes 
Ganzes kein Selbstläufer sein (sowohl wenn das flächige Darstellungsmittel 
beibehalten wird als auch wenn zu einer diskreten Darstellung gewechselt wird). 
Auf diese Weise können auch Darstellungen wie zwei Kreise, die zusammen ein 
Ganzes ergeben (vgl. Abb. 5-8) thematisiert und abgegrenzt werden.  

Relativer Bezug zwischen Anteil und Ganzem – Bilden von Einheiten 
Neben den Lösungen, die eher dem Erweitern zugerechnet werden können, gibt 
es auch solche, bei denen der Anteil als Multiplikative Teil-Ganzes-Relation 
(Relativer Anteil; vgl. Abschnitt 1.2.3) auf das vorgegebene Ganze 16 bezogen 
wird. Dabei wird der Anteil genutzt, um das Ganze in Einheiten zu zerlegen, 
welche wiederum vervielfacht werden (Codes G·A und S).  
Bei den konkreten Lösungen kann noch unterschieden werden, ob explizit Brü-
che in die Rechnung einbezogen wurden, d. h. das „von“ aus der Aufgabenstel-
lung in eine Multiplikation von Anteil und Ganzem umgesetzt wird oder ob 
„schrittweise“ gerechnet wird, d. h. indem der Anteil in Zähler und Nenner zer-
legt getrennt als natürliche Zahlen auf das Ganze angewendet wird. Für die Co-
dierung entscheidend ist, ob die Rechnung ausdrücklich die syntaktische Kombi-
nation „Bruch mal Ganzes“ enthält. In der nachfolgenden Rechnung kann dann 
auch mit natürlichen Zahlen weiter gerechnet werden. Der Grund für diese Un-
terscheidung ist, dass bei der Bruchschreibweise der konzeptionelle Zusammen-
hang der Multiplikation von Brüchen und des Anteilnehmens formal stärker ist, 
als bei der schrittweisen Rechnung mit natürlichen Zahlen, bei der der Bruch 
direkt in seine Bestandteile zerlegt wird. Gleichwohl können der Argumentation 
für die Lösung dieselben inhaltlichen Schritte (Zerlegung in Einheiten und Ver-
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vielfachen von Einheiten) zugrunde liegen. Diese Lösungen kamen in der Erhe-
bung in 11 (Code G·A) bzw. 17 Fällen (Code S) vor. 
 
Vertiefte Analyse der als im Ansatz tragfähig codierten Rechenwege und 
Bilder: Betrachtung von Ausschnitten 
Sowohl bei den Bildern als auch bei den Rechenwegen gibt es Bearbeitungen, 
die entweder die Konstellation anders interpretieren oder nur Teilaspekte berück-
sichtigen. Teilweise wird z. B. nur ein Teil der notwendigen Rechnung verschrift-
licht (aber u. U. weiter gedacht): So wird als Rechenweg das Passen des Nenners 
in das Ganze untersucht, jedoch keine Folgerung für den Zähler formuliert (Code 
NN, Bild und Rechnung) oder ein Zwischenergebnis wird anders interpretiert 
(wie bei Code Abst für die Rechenwege).  
 

Code  Häufigkeit (gerundet)
von 153 (von 75) 

Graphische Repräsentation des Anteils: 
schematische Deutung  

Einschät-
zung  

Eher Verdeutlichung des Endzustands Teil-Ganzes; vermutlich nicht zur Lösungsfindung 
gedient; oder Herstellung eines eingeschränkt richtigen Bezugs zwischen Teil und Anteil  

TVG 
10 und 16 

im Ansatz tragfähige Bilder 

absolut: 14 
prozentual: 9 % (19 %) 

T 
10

 
absolut: 4
prozentual: 3 % (5 %) 

NN 
16 in (8) Zweierpäckchen 

absolut: 2 
prozentual: 1 % (3 %) 

ENKG 

(5 und 8) und 10 

 

absolut: 3 
prozentual: 2 % (4 %) 

Tabelle 5-9: Schematischer Überblick über die Bilder-Codes: im Ansatz hilfreiche Bilder 
 
Bei den Bildern lassen sich hier Schwerpunktsetzungen erkennen (vgl. Tab. 5-9): 
Es werden nicht alle Zahlen aus der Aufgabenstellung dargestellt und ihre Bezie-
hungen werden nicht alle vollständig explizit gemacht. So wird z. B. nur der Teil 
(Code T) oder Teil und Ganzes ohne Bezug zum Anteil 5/8 (Code TVG) darge-
stellt. Letzterer wurde als mit Abstand häufigster Code für die im Ansatz hilfrei-
chen Bilder vergeben. In Bearbeitungen, die mit NN codiert wurden, wird zwar 
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das richtige Endergebnis für die Aufgabe gezeichnet, allerdings ist dieses struk-
turell unvollständig: Der Weg zur Lösung ist nicht (vollständig) enthalten.  
Bei den Zeichnungen gibt es mit Code ENKG einen erneuten Hinweis auf die 
Wahl eines Ausschnitts des Ganzen für den Anteil (vgl. auch Code ENKG für 
Item 1a bzw. 1b). 
 
Vertiefte Analyse der als nicht tragfähig codierten Rechenwege und Bilder:  
Falsche Bezugnahme, nicht tragfähige strukturelle Deutungen 
Der Blick auf die als nicht tragfähig eingeschätzten Bearbeitungen offenbart ein 
großes Spektrum von unterschiedlichen Phänomenen, wobei diese immer nur für 
eine sehr kleine Anzahl an Schülerinnen und Schülern, die an der Untersuchung 
teilgenommen haben, identifiziert werden konnten. Da es auf eine Darstellung 
möglicher Umsetzungen im Hinblick auf die Zusammenhänge zwischen Teil, 
Ganzem und Anteil ankommt, wurden für die Rechenwege alle Lösungen, die 
interpretierbar sind, auch mit einem Code erfasst. Aufgrund der geringen Breite 
interpretierbarer nicht tragfähiger Rechenwege kann hier nur ansatzweise eine 
Differenzierung in drei Gruppen vorgenommen werden.  
So gibt es Lösungen, die den Anteil zwar auf das Ganze beziehen, jedoch eine 
falsche Rechnung beinhalten (Code G:A): Es wird 16 : 5/8 gerechnet, wobei 
zumindest bei einer Lösung die richtige Operation 16 · 5/8 aufgeschrieben, aber 
nicht tragfähig ausgeführt wurde. Die Division des Ganzen durch den Anteil 
bzw. überhaupt die Auswahl inadäquater Rechenoperationen, bei vergleichbaren 
Aufgaben wird dabei in verschiedenen Studien häufig festgestellt (vgl. z. B. 
Wartha 2007, S. 160 ff.). Dabei wird dieser Fehler auf die individuelle Vorstel-
lung „Multiplizieren vergrößert“ bzw. „Dividieren verkleinert immer“ zurückge-
führt und somit auf der semantischen und nicht algorithmischen Ebene verortet 
(vgl. auch Wartha / Wittmann 2009, S. 78; Swan 2001, S. 154; Barash / Klein 
1996, S. 39; Greer 1994, S. 68). 
Eine weitere Gruppe von Lösungen nutzt den Anteil in seinen Bestandteilen, 
welche auf verschiedene Weisen auf das Ganze 16 angewendet werden (Codes  
G-A, G-Z). Die dritte Gruppe schließlich nutzt ausschließlich den Anteil und 
kombiniert Zähler und Nenner zu einer neuen Zahl (Code Z+N). 

Bilder 
Bei den Bildern lassen sich größere Gruppen von vergleichbaren Umsetzungen 
ausmachen (Eine schematische Übersicht findet man in Tab. 5-10.):  

• Es wird nur der Anteil dargestellt (Code A). 
• Es wird nur das Ganze dargestellt (Code G). 
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• Es wird sowohl der Anteil als auch das Ganze dargestellt, aber beide in 
separaten Bildern, die nicht aufeinander bezogen werden (Code GA). 

• Es wird ein Teil des Anteils auf das Ganze bezogen (Code TAvG). 
 

Code  Häufigkeit (gerundet)
von 153 (von 75) 

Graphische Repräsentation des Anteils: 
schematische Deutung  

Einschät-
zung  

Keine hilfreiche Nutzung der strukturellen Beziehungen der Zahlen 

A 
5 und 8

nicht tragfähige Bilder 

absolut: 11
prozentual: 7 % (9 %) 

G 
16 

absolut: 2 
prozentual: 1 % (3 %) 

TAvG 

8 und 16
ODER: 5 und 16 

 
absolut: 6 
prozentual: 4 % (8 %) 

GA 

16    und   5 und 8

absolut: 3 
prozentual: 2 % (4 %) 

Tabelle 5-10: Schematischer Überblick über die Bilder-Codes: nicht tragfähige Bilder  
 

GeS_6 
Abb. 5-12: Simones (GeS_6) Kommentar zu ihrer Lösung 

 
Dabei lassen sich für den Code TAvG zwei verschiedene Ausführungen feststel-
len: Entweder wird der Zähler des Bruches auf das Ganze bezogen oder der 
Nenner. Der erste Fall verweist möglicherweise erneut auf das in den Items 1a, 
1b festgestellte Vorgehen, den Anteil auf einen Ausschnitt des Ganzen zu bezie-
hen und ihn damit in gewisser Weise als abgeschlossenes Teil-Ganzes-System zu 
deuten (vgl. dort Code 1S und Abschnitt 1.5.2; vgl. Abb. 5-12). Diese Schwierig-
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keit, den Anteil auf ein Ganzes anzuwenden, lässt sich auch in anderen Studien 
nachweisen. Dabei erweist sich eine zu unflexibel aufgebaute Vorstellung des 
Teils eines Ganzen als hinderlich (vgl. z. B. Prediger 2008a, S. 11). Eine ähnliche 
Schwierigkeit wird in den Interviews zur Bonbonaufgabe II geäußert, wenn der 
Anteil 2/3 als Teil mehrerer Ganzer bzw. als Ergebnis eines Verteilungsvorgangs 
gedeutet wird.  
Manche Lernende äußern auch Schwierigkeiten, die geeigneten Zahlen oder 
Operationen aus der Aufgabenstellung zu lesen (vgl. auch Verschaffel et al. 2007 
für Probleme von Lernenden mit Textaufgaben; speziell für die Operationswahl 
bei Brüchen und Dezimalzahlen vgl. Fischbein et al. 1985, Bell et al. 1981, Harel 
et al. 1994). In einer Untersuchung von Prediger (2009a) haben so nur 4 % der 
269 Schülerinnen und Schüler zu einer vergleichbaren Aufgabe (2/3 von 36) die 
richtige Rechenoperation mit einer Begründung für deren Wahl angeben können 
(vgl. ebd. S. 404). Allerdings weist die im Vergleich dazu relativ hohe Zahl an 
Schülerinnen und Schülern, die in der hier vorliegenden Untersuchung die richti-
ge Zahllösung gefunden hat, darauf hin, dass diese Lernenden zumindest auf 
alternativen Wegen zu einer richtigen Lösung gekommen sind. 

5.4 Diskussion der empirischen Befunde  
In diesem Abschnitt werden die vorgestellten empirischen Befunde entlang der 
im Hinblick auf Konstellation I „Gegeben sind Ganzes und Anteil – gesucht ist 
der Teil“ konkretisierten Forschungsfragen diskutiert und eingeordnet.  
 
Erste konkretisierte Forschungsfrage:  
Wie gehen Lernende in Konstellation I mit Teil, Anteil und Ganzem um? 
a) Wie strukturieren und nutzen sie Zusammenhänge zwischen dem Ganzen und 

dem Anteil, wenn sie den Teil bestimmen sollen und ihnen dazu ein kontinuier-
liches strukturiertes Ganzes und ein Stammbruch-Anteil oder ein diskretes 
Ganzes und ein (Nicht-)Stammbruch-Anteil vorgegeben werden? 

b) Welche individuellen Vorstellungen vom Ganzen lassen sich mit diesen Struk-
turierungen in Verbindung bringen? 

Zu a): Wie strukturieren und nutzen sie Zusammenhänge zwischen dem Ganzen 
und dem Anteil, wenn sie den Teil bestimmen sollen und ihnen dazu ein kontinu-
ierliches strukturiertes Ganzes und ein Stammbruch-Anteil oder ein diskretes 
Ganzes und ein (Nicht-)Stammbruch-Anteil vorgegeben werden? 
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Die Aufgabe zur Addition am Kreisbild und vergleichbare Aufgaben (z. B. bei 
Hart 1978, Padberg 1983, Hasemann 1995, Hasemann et al. 1997, Wartha 2007) 
sowie Textaufgaben zum Bestimmen des Teils (z. B. Fischbein et al. 1985, 
Wartha 2007, Prediger 2009a) können in der Forschungsliteratur der Bruchrech-
nung als Klassiker gelten, die bereits vielfach diskutiert und empirisch untersucht 
wurden.  
Dabei wurden bisher allerdings andere Analyseperspektiven angelegt: Während 
diese Arbeit sich auf die ganz elementare Analyse der Umsetzung der Zusam-
menhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem konzentriert, wurden andernorts in 
Bezug auf das zeichnerische Bestimmen des Teils vor allem die Zusammenhänge 
zwischen Kalkülanwendung und inhaltlichem Denken sowie die Vorstellungen 
von Schülerinnen und Schülern zu Brüchen und ihren Operationen (nach der 
Behandlung der Bruchrechnung) untersucht (vgl. z. B. Hasemann 1993, S. 73). 
In Bezug auf Textaufgaben zum Anteil-Nehmen wurden vor allem die Auswahl 
von Rechenoperationen sowie intuitive Annahmen von Lernenden analysiert 
(vgl. Fischbein et al. 1985, Bell et al. 1981, Harel et al. 1994). 
Die hier durchgeführte elementare Analyse leistet Folgendes intensiver als die 
bisher bewährten Analysen: Durch den Fokus auf die Zusammenhänge zwischen 
Teil, Anteil und Ganzem werden strukturelle Beziehungen zwischen diesen drei 
Komponenten in den Blick genommen. So können individuelle Bearbeitungen 
auf einer elementaren Ebene dahingehend analysiert werden, welche (impliziten) 
Annahmen zu den Zusammenhängen gemacht werden und wie die gewählten 
Bearbeitungswege und Operationen damit zusammenhängen. Damit bewegt sich 
die Analyse auf struktureller Ebene. Durch den Fokus auf Zusammenhänge zwi-
schen den drei Komponenten werden Annahmen über deren Charakteristika und 
ihre (systematische) Variation in den Blick genommen. 
Dabei lassen sich z. T. ähnliche Ergebnisse etwa hinsichtlich der Verbreitung der 
Vorstellung „Der Nenner gibt die Anzahl der zu färbenden Stücke an“ (Code 
N=S) in Bezug auf die Kreisaufgabe feststellen (vgl. Wartha 2007, S. 192). Je-
doch liegt bei der vorliegenden Untersuchung der Fokus vor allem auf der struk-
turellen Erfassung der Bearbeitungen und deren konzeptueller Deutung.  
Im Hinblick auf das Nutzen des Ganzen lassen sich hier grob vier Vorgehenswei-
sen unterscheiden: 

1. Die Zusammenhänge werden über das Bilden und Nutzen von Einheiten 
oder Strategien des Erweiterns (syntaktisch und inhaltlich) tragfähig her-
gestellt. 

2. Es werden Zusammenhänge hergestellt, die nur einen Ausschnitt der Kons-
tellation betreffen und auf individuelle Vorstellungen vom Anteil und sei-
nem Bezug zum Ganzen verweisen. 
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3. Es werden syntaktische, nicht tragfähige Zusammenhänge hergestellt. 
4. Anteile werden als natürliche Zahlen konzeptualisiert. 

 
Zu 1.: Die Zusammenhänge werden über das Bilden und Nutzen von Einheiten 
oder Strategien des Erweiterns (syntaktisch und inhaltlich) tragfähig hergestellt. 
Die Analyse der Bearbeitungen zu Konstellation I zeigt, dass Lernende das Gan-
ze auf verschiedene tragfähige Weisen identifizieren, deuten und nutzen: Beim 
strukturierten diskreten Ganzen (Item 1a und 1b) lassen sich mindestens zwei 
tragfähige Sichtweisen auf das Ganze erkennen: Zum einen kann das Ganze, 
(vermutlich da es sich hier um das bekannte Ganze „Kreis“ handelt) selbst als 
Einheit gesehen werden, von der der jeweilige Anteil bestimmt werden kann 
(Ausblenden der Einheiten; vgl. Abschnitt 5.2.2). Diese Sichtweise greift bei 
verschiedenen Anteilen unterschiedlich gut (vgl. z. B. Hasemann 1986b, S. 18). 
Eine andere Sichtweise stellt die Fokussierung der internen Struktur dar. Hierbei 
sind die vorstrukturierenden Kreissegmente Einheiten eines Ganzen und der 
Anteil kann auf deren Anzahl angewendet werden. Damit wird das Ganze als 
Summe seiner Teile in gewisser Weise diskret deutbar.  
Wie der Teil dann genau bestimmt wird, lässt sich nicht immer feststellen (so 
werden beide Realisierungen in der vorliegenden Arbeit mit dem Code r bzw. 
Code r_abl erfasst). Es gibt z. T. Hinweise darauf, dass Lernende unter anderem 
Abzählstrategien zu verwenden scheinen (vgl. die Vorstellung des Anteils als 
Quasiordinalzahl bei Malle 2004, S. 5; 1/4 kann z. B. gedeutet werden als „jedes 
vierte Segment nehmen“).  
Beim diskreten Ganzen lassen sich in dieser Erhebung zwei wesentliche richtige 
Bearbeitungswege ausmachen: Zum einen wird der Anteil relativ auf das Ganze 
bezogen. Dabei wird dieses in Einheiten strukturiert, von denen einige zu einer 
neuen Einheit, dem Teil, zusammengefasst werden (Codes G·A bzw. S, wobei die 
Einheiten jedoch nicht unbedingt expliziert werden). Zum anderen wird der An-
teil 5/8 erweitert (sowohl syntaktisch als auch inhaltlich, vgl. Code E). 
Während das relative Anwenden in ein oder mehreren Schritten den weitaus 
häufigsten Bearbeitungsweg darstellt, kommt das Erweitern wesentlich seltener 
vor, offenbart aber auch Hinweise auf individuelle Lernendenvorstellungen, die 
mit der fachlichen Sicht z. T. konkurrieren. Bei einer genaueren Interpretation 
der Häufigkeiten sollte allerdings die begrenzte Zahl von 153 Testteilnehmern 
am Haupttest berücksichtigt werden.  
Die tragfähigen bildlichen Lösungen offenbaren ebenfalls Ideen des Erweiterns 
(Codes EV und EE), wobei sich hier individuelle Interpretationen des Hochrech-
nens zeigen (vgl. Forschungsfrage 1b.). 
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Zu 2.: Es werden Zusammenhänge hergestellt, die nur einen Ausschnitt der 
Konstellation betreffen und auf individuelle Vorstellungen vom Anteil und seinem 
Bezug zum Ganzen verweisen. 
Neben den fachlich tragfähigen Strukturierungen und Interpretationen des Gan-
zen lassen sich für die drei Items Bearbeitungen feststellen, die lediglich Aus-
schnitte der Konstellation fokussieren: Bearbeitungen zum Code ENKG berück-
sichtigen z. B. sowohl für die Items 1a, 1b als auch 2a nur Teile des Ganzen (vgl. 
auch Forschungsfrage 1b). Somit scheint eine Schwierigkeit die Identifikation 
des richtigen Ganzen darzustellen. 
Zu 3.: Es werden syntaktische, nicht tragfähige Zusammenhänge hergestellt. 
Nicht tragfähige Bearbeitungen betreffen z. T. den Fokus auf einen Teil der drei 
Komponenten Teil, Anteil und Ganzes (Bildercodes A, G) oder bringen diese 
syntaktisch in einen nicht tragfähigen Zusammenhang (z. B. Codes G:A, G-A).  
Zu 4.: Anteile werden als natürliche Zahlen konzeptualisiert. 
Durch die ikonische Vorgabe des Ganzen für die Items 1a und 1b ergeben sich 
Hinweise auf das Interpretieren von Anteilen als natürliche Zahlen (Code N=S), 
die sich für Item 2a nicht immer so deutlich zeigen (z. B. Code Z+N). 

Zu b): Welche individuellen Vorstellungen vom Ganzen lassen sich mit diesen 
Strukturierungen in Verbindung bringen? 
Im Hinblick auf individuelle Vorstellungen der Lernenden lassen sich drei zent-
rale Aspekte nennen:  

1. Herstellen eines strukturellen Zusammenhangs von Anteil und Ganzem 
2. Wechsel zwischen verschiedenen Qualitäten des Ganzen 
3. Vielfalt der Strukturierungen 

 
Zu 1.: Herstellen eines strukturellen Zusammenhangs von Anteil und Ganzem  
Probleme können sich dann ergeben, wenn die Umsetzung des Anteils als ein 
Teil-Ganzes-System vorgenommen wird: Wenn der Anteil nur als ein festes Teil-
Ganzes-System gedeutet wird, das nicht auf ein Ganzes angewendet werden 
kann, kann die Konstellation I nicht bearbeitet werden (zur Präsenz der Vorstel-
lung des Teils eines Ganzen vgl. z. B. Prediger 2008a). So können sowohl für das 
graphische als auch das durch Zahlen repräsentierte Ganze Bearbeitungswege 
und bildliche Umsetzungen festgestellt werden, die Teile des Anteils auf das 
Ganze bzw. des ganzen Anteils auf Teile des Ganzen beziehen (Code ENKG, 
Code 1S für die Items 1a, 1b; Code G-Z, Bildercode TAvG). Teilweise scheint 
diesen Lösungen bereits die Erkenntnis zugrunde zu liegen, dass ein Anteil eine 
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Beziehung zwischen Zahlen bzw. Komponenten herstellt (vgl. Code ENKG). Die 
Identifikation und Interpretation eines geeigneten Ganzen scheint jedoch für 
manche Lernende eine Hürde darzustellen.  
Andererseits gibt es auch Hinweise darauf, dass manche Lernende in absoluten 
Zahlen zu denken und keine Relationen herzustellen scheinen bzw. dass sie An-
teil und Ganzes als getrennt voneinander wahrnehmen (ganz deutlich wird dies 
z. B. beim Bildercode GA). Somit ist die Interpretation dessen, was das Ganze 
bedeuten kann, anscheinend auch von der Interpretation dessen beeinflusst, was 
ein Anteil bedeutet. 
Zu 2.: Wechsel zwischen verschiedenen Qualitäten des Ganzen  
Es gibt Hinweise darauf, dass die Verfügbarkeit von Lösungswegen für Lernende 
z. T. mit der Qualität des Ganzen zusammenhängt: Beim Erweitern greifen Ler-
nende so teilweise auch in der diskret gegebenen Konstellation der Bonbons 
(Item 2a) für die zeichnerische Darstellung auf flächige Ganze zurück, die ihnen 
vermutlich aus dem Unterricht bekannt sind. Dabei stellen sie den Vorgang des 
Erhaltens des einen Anteils aus dem anderen zum einen durch eine Verfeinerung 
dar, zum anderen durch ein Zusammenfügen. Hier besteht im ersten Fall die 
Schwierigkeit der Übertragung der Vorstellung auf ein diskretes Ganzes, im 
anderen Fall die potenzielle Verwechslungsgefahr mit der wiederholten Addition 
von Brüchen. 
Durch das Wechseln der Qualität des Ganzen (diskret Æ kontinuierlich) kann aus 
Lernendenperspektive an die oft stabil aufgebaute Vorstellung des Teils eines 
Ganzen angeschlossen werden. Andererseits sind nicht alle Vorgehensweisen auf 
verschiedene Ganze eins-zu-eins übertragbar (siehe auch Forschungsfrage 2). 
Zu 3.: Vielfalt der Strukturierungen  
Ein weiteres wichtiges Ergebnis ist die Vielfalt der Antworten der Schülerinnen 
und Schüler: So geschlossen die Aufgaben zu sein scheinen, so vielfältig sind die 
individuellen Herangehensweisen. Dabei zeigt sich, dass Lernende auch nicht 
immer die für die jeweilige Situation „typischen“ Grundvorstellungen nutzen, 
sondern diese z. T. kombinieren oder auf die Aufgabenstellung hin abwandeln. 
Dies gelingt ihnen unterschiedlich gut (vgl. den folgenden Abschnitt). 
 
Zweite konkretisierte Forschungsfrage:  
Wie können Schwierigkeiten und Hürden von Lernenden im Zusammen-
hang mit der Konstellation I überwunden werden? 
Es lässt sich feststellen, dass manche Lernende Probleme haben, die Zahlen und 
Komponenten aus der Aufgabenstellung miteinander in Beziehung zu setzen und 
die richtige Rechnung auszuführen. Dies deckt sich mit den Ergebnissen anderer 
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Studien (vgl. z. B. Greer 1987 speziell für Dezimalzahlen). Diese Schwierigkeit 
kann unter anderem in der Interpretation der Beziehung zwischen den Zahlen / 
Komponenten und den strukturellen Zusammenhängen gesehen werden: 
Die Wahl des richtigen Ganzen fällt einigen Schülerinnen und Schülern schwer 
(vgl. Forschungsfrage 1b): Obgleich in Konstellation I das Ganze für die beiden 
Anteile konkret vorgegeben ist, stellt dessen Identifizierung als relevante Größe 
und sein Bezug zum Anteil eine Hürde für einige Lernende dar. Diese Schwie-
rigkeit ist allerdings nicht isoliert von einer zweiten Hürde zu sehen: Die Inter-
pretation von dem, was ein Anteil bedeutet, kann die Interpretation des Ganzen 
beeinflussen. So stellt ein starker Fokus auf den Anteil als Teil eines Ganzen die 
Schwierigkeit dar, den Anteil auf ein weiteres Ganzes zu beziehen und ihn damit 
relativ zu deuten (vgl. Prediger 2008a). In der Vorstellung als abgeschlossenes 
Teil-Ganzes-System (vgl. Abschnitt 1.5.2) können ebenfalls Probleme auftreten, 
wenn der Anteil zwar auf ein äußeres Ganzes bezogen wird, dort aber nur inner-
halb des durch den Nenner vorgegebenen Rahmens gedeutet werden kann: 5/8 
bedeutet 5 von 8, egal wie groß das Ganze nun wirklich ist (vgl. auch Code 
ENKG).  
Hier sind die individuellen Bearbeitungen durch Zusammenlegen von Teil-
Ganzes-Mengen, d. h. das gezielte Nutzen von Strukturierungen und Einheiten 
u. U. hilfreich (vgl. den Code EE in der diskreten Form): In dieser Weise kann 
der Anteil zwar als konkrete Beziehung zwischen einem Teil und einem Ganzen 
gedeutet werden, aber dennoch durch das Zusammenfassen mehrerer Teile und 
Ganzer auf größere Ganze als es der Nenner angibt, erweitert werden. Wichtig ist 
hierbei allerdings die sorgfältige Unterscheidung zwischen dem Addieren von 
Anteilen und dem Zusammenfügen von Mengen. Die Flexibilisierung in der 
Interpretation dessen, was ein Anteil ist und wann er auf ein weiteres Ganzes 
bezogen werden muss und wann das Ganze durch den Nenner beschrieben wird, 
erscheint essentiell. 
Der Weg über bildliche Darstellungen kann ebenfalls eine Möglichkeit darstel-
len, über die Beziehung der drei Komponenten Teil, Anteil, Ganzes zueinander 
zu reflektieren: Die Fülle an möglichen Bildern zu Item 2a zeigt zum einen eini-
ge nicht hilfreiche bzw. nicht hergestellte Bezüge zwischen Teil, Anteil und Gan-
zem (Codes TAvG, GA). Zum anderen offenbaren sie auch viele hilfreiche Ansät-
ze. So könnten Bilder mit unterschiedlichen Schwerpunktsetzungen verglichen 
und im Hinblick auf essentiell notwendige Strukturen von Lernenden untersucht 
werden.  
 



6 Vorstellungen und Strukturierungen beim 
Bestimmen des Anteils 

In diesem Kapitel wird mit Item 1c der schriftlichen Erhe-
bung die Konstellation II „Gegeben sind Teil und Ganzes, 
gesucht ist der Anteil“ vertieft ausgewertet.  
In den Interviews wurden zu dieser Konstellation keine 
Aufgaben eingesetzt: Die Frage nach dem Anteil bei vorge-
gebenem Ganzen und Teil wird jedoch in einzelnen Inter-
views aufgegriffen, wenn z. B. das ermittelte Ganze im Interviewgespräch auf 
seine mathematische Richtigkeit hin überprüft werden soll (vgl. z. B. Abschnitt 
7.6.3). Da die Frage nach dem Anteil somit in den Interviews immer wieder 
präsent ist, wurden hierzu keine besonderen Aufgaben gestellt.  
Zunächst werden die Forschungsfragen für die Konstellation II konkretisiert 
(Abschnitt 6.1). Daran anschließend wird die vertiefte Auswertung von Test-Item 
1c mittels Codierung dargestellt (Abschnitt 6.2). Dabei wird auch ein Vergleich 
der Lösungshäufigkeiten und der Bearbeitungswege zwischen den inhaltlich 
verbundenen Items 1a, 1b und 1c vorgenommen. Das Kapitel schließt mit der 
Diskussion der empirischen Befunde zu Konstellation II in Abschnitt 6.3. 

6.1 Konkretisierung der übergeordneten 
Forschungsfragen 

Die Konstellation II wird in der vorliegenden Arbeit durch Test-Item 1c nach 
Hasemann (1981) realisiert (vgl. Abb. 6-1). Mit diesem soll untersucht werden, 
wie das Ganze (hier ein kontinuierliches strukturiertes Ganzes) für das Ablesen 
von Anteilen identifiziert und (situationsadäquat) strukturiert wird. Darüber hin-
aus soll untersucht werden, welche Zusammenhänge Lernende zwischen dem 
Teil, dem Anteil und dem Ganzen herstellen.  
 

a)  Färbe zuerst vom Kreis in blau.  

b)  Färbe dann noch vom Kreis in einer anderen Farbe.  
c)  Welchen Bruchteil vom Kreis hast du insgesamt gefärbt?   Antwort: _____ 

Abb. 6-1: Items 1a, 1b und 1c, hier mit Fokus auf 1c 

1
4

1
6
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Dabei soll die Analyse auch dazu dienen, Schwierigkeiten und Hürden von Ler-
nenden auszumachen, die sich beim Bestimmen des Anteils zu einem gegebenen 
strukturierten kontinuierlichen Ganzen und Teil ergeben können. Somit werden 
die übergeordneten Forschungsfragen für die Analyse der Daten folgendermaßen 
konkretisiert: 

1. Wie gehen Lernende in Konstellation II mit Teil, Anteil und Ganzem 
um? 

a) Wie identifizieren und nutzen sie das Ganze, wenn sie den Anteil be-
stimmen sollen und ihnen dazu ein kontinuierliches strukturiertes 
Ganzes vorgegeben wird? 

b) Welche individuellen Vorstellungen vom Ganzen lassen sich mit die-
sen Strukturierungen in Verbindung bringen? 

2. Wie können Schwierigkeiten und Hürden von Lernenden im Zusammen-
hang mit der Konstellation II überwunden werden? 

6.2 Analysen der schriftlichen Produkte zum Bestimmen 
des Anteils  

In diesem Abschnitt wird zunächst die Codierung der schriftlichen Produkte aus 
dem Test tabellarisch dargestellt. Im Anschluss werden die Bearbeitungen im 
Hinblick auf die Forschungsfragen vertieft analysiert. 

6.2.1 Auflistung der Codierung der Lösungen für Item 1c 
Für Item 1c wurden ebenfalls die in Abschnitt 5.2.1 erläuterten und genutzten 
Kategorien tragfähig, im Ansatz tragfähig, nicht tragfähig, sonstige und keine 
Angabe im Hinblick auf den Umgang mit dem Ganzen verwendet. Dabei wird 
bei der Codierung zum einen der Zusammenhang zwischen den drei Items 1a, 1b 
und 1c, zum anderen zwischen der Zeichnung im Kreis und der gegebenen Ant-
wort für den Anteil berücksichtigt: Das bedeutet, dass nicht nur danach codiert 
wird, ob die für die Aufgabe korrekte Lösung 5/12 gefunden wurde oder nicht. 
Vielmehr wird auch versucht, Beziehungen zwischen Bearbeitungswegen, die 
sich sowohl beim Identifizieren und Einzeichnen des Teils (vgl. Abschnitt 5.2) 
als auch bei den Bearbeitungswegen für das Ablesen von Anteilen erkennen 
lassen, herzustellen. So werden für die Codierung z. B. auch andere Anteile als 
5/12 als richtig gewertet, wenn sie sich aus der jeweils zugrunde liegenden 
Zeichnung als nachvollziehbare mathematisch korrekte Folgerung ergeben. Das 
ist z. B. dann der Fall, wenn für die Items 1a und 1b insgesamt mathematisch 
nicht tragfähig zehn Kreissegmente für die Summe der Anteile 1/4 und 1/6 ein-
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gezeichnet wurden, der Anteil für den resultierenden Teil jedoch richtig als 10/12 
vom Kreis abgelesen wurde. 
Tabelle 6-1 gibt einen Überblick über die vertiefte Analyse mittels Codierung, 
wobei es sich bei den Prozentangaben erneut um gerundete Werte handelt: 
 

Code 
Häufigkeit 
abs (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode)  
(von 153) 

Erläuterung des Codes                                           
 

Tragfähige Lösungen

r 
43x, 28 %  GeS_13 

Es wurden insgesamt 5/12 des Kreises richtig 
angemalt und auch abgelesen. (richtig) 

r_ab 
39x, 25 % 

GeS_1    

  GeS_2 

Es wurde insgesamt ein anderer Anteil des Kreises 
eingefärbt, aber dieser wird mathematisch richtig 
abgelesen. (richtig abgelesen) 

Im Ansatz tragfähige Lösungen

ENKG 
1x, 1 % 

GeS_49 

Es wurde für den Nenner ein Ausschnitt aus dem 
Kreis gewählt; der Zähler gibt die insgesamt mar-
kierten Stücke an (Lösung: 2/10).  
(Einschränkung des Nenners auf kleineres Gan-
zes) 

RV 
6x, 4 % GeS_41 

Bei 10 angemalten Stücken wird der Anteil 2/12 
angegeben. (vorhandener Rest wird betrachtet) 

Nicht tragfähige Lösungen 

VH 
6x, 4 % 

GeS_12 

In Zähler und Nenner steht jeweils die Anzahl der 
für 1/4 bzw. 1/6 gefärbten Teile der insgesamt 12 
Kreisteile. ODER 
In Zähler und Nenner steht jeweils die Anzahl der 
insgesamt bzw. der nicht gefärbten Teile der insge-
samt 12 Kreisteile. (Verhältnis) GeS_105 

N=S 
15x, 10 % 

 GeS_22 

Die Anzahl der gefärbten Stücke wird in den Nen-
ner des Anteils geschrieben. Der Zähler wird mit 1 
angegeben.  
(Nenner entspricht Anzahl der Stücke) 

abs 
5x, 3 % 

    GeS_24 

Es wird keine Teil-Ganzes-Relation fokussiert. 
Anteile werden mit natürlichen Zahlen identifiziert.  
(absolut: natürliche Zahlen) 
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Code 
Häufigkeit 
abs (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode)  
(von 153) 

Erläuterung des Codes                                           
 

fsonst 
18x, 12 % 

GeS_7 

nicht tragfähige Lösungen sonstiger Art  
(sonstige falsche)  

Sonstige 

sonst 
7x, 5 % GeS_8 

Lösungen, die nicht einschätzbar sind (z. B. Un-
klarheit über Anzahl der gefärbten Teile, schlecht 
lesbar, nicht eindeutige Lösung usw.). (sonstige) 

Keine Angabe

kA 
13x, 8 % 

GeS_35 
Es werden keine Angaben gemacht oder nur der Lösungsweg beschrieben oder 
Probleme mit der Aufgabe geäußert. (keine Angabe) 

Tabelle 6-1: Übersicht über die Codes für die Lösungen zu Item 1c 

6.2.2 Ergebnisse und Interpretation 
In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der schriftlichen Erhebung zu Item 
1c dargestellt. Nach einem Überblick zu den Lösungshäufigkeiten und einem 
Vergleich mit denen der Items 1a und 1b bilden die vertieften Analysen und 
Interpretationen der codierten Bearbeitungen den Schwerpunkt des Abschnitts. 
Die Darstellung orientiert sich strukturell an den oben angeführten Kategorien. 
 
Lösungshäufigkeiten und Vergleich mit den Items 1a und 1b 
Abbildung 6-2 gibt einen Überblick über die Lösungshäufigkeiten für die Items 
1a, 1b und 1c. Vergleicht man die Antwortverteilung für diese Items auf die ein-
zelnen Kategorien, so lässt sich feststellen, dass Item 1c zwar nicht so häufig 
gelöst wurde wie Item 1a, aber häufiger als 1b: Die Häufigkeit der tragfähigen 
Lösungen für Item 1c liegt bei ca. 54 %, die für Item 1a bzw. 1b bei ca. 61 % 
bzw. ca. 40 %. Bei den Antworten der Kategorie nicht tragfähig sind es für Item 
1a ca. 26 %, für Item 1b ca. 45 % und für Item 1c ca. 29 %.  
Im Vergleich zu den Items 1a und 1b nimmt die Anzahl der Nichtbearbeitungen 
für Item 1c mit insgesamt 13 Nichtbearbeitungen stark zu. Dies ist vermutlich 
darauf zurückzuführen, dass es sich bei Item 1c um den dritten, mit den Items 1a 
und 1b inhaltlich zusammenhängenden Aufgabenteil handelt. So kann es sein, 
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dass manche Schülerinnen und Schüler, die zuvor bereits Schwierigkeiten beim 
Bestimmen des Teils für 1/4 bzw. 1/6 hatten, hier nicht mehr weiter gemacht 
haben. Die Zahlen für die Kategorien im Ansatz tragfähig und sonstige bleiben 
über die Items hinweg nahezu gleich.  
Der Überblick über die reinen Lösungshäufigkeiten zeigt damit zunächst, dass 
knapp mehr als die Hälfte der Lernenden in der Lage war, Anteile bei gegebenem 
Ganzen und Teil mathematisch korrekt zu identifizieren und anzugeben. Um 
tiefergehende Informationen über die Vorgehensweisen der Lernenden zu erhal-
ten, ist ein Blick auf die Codes und ihre inhaltliche Interpretation notwendig. 
 

 
Abb. 6-2: Verteilung der Antworten auf Kategorien für die Items 1a, 1b und 1c 

 
Vertiefte Analyse der als tragfähig codierten Lösungen:  
Richtige Identifizierung von Teil und Ganzem  
In Tabelle 6-2 wird ein schematischer Überblick über die Interpretation der 
Lösungen der Kategorie tragfähig gegeben (vgl. auch die Ausführungen in 
Abschnitt 5.2.2). Links steht der Code, daneben seine Häufigkeit in dieser 
Erhebung. In der dritten Spalte findet man die Interpretation des Codes: Hier 
wird die Beziehung zwischen dem Bild und der Angabe für den Anteil 
interpretiert, indem der Zusammenhang als mathematischer Ausdruck und als 
schematische Zeichnung dargestellt wird. Das vermutlich fokussierte Ganze ist 
hier und im Folgenden durch grüne Umrahmungen gekennzeichnet, während der 
Teil ausgefüllt ist. Dabei wird zwischen dem Teil für 1/4 und dem Teil für 1/6 
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durch unterschiedliche Rottöne differenziert. Bei den Prozentangaben handelt es 
sich erneut um gerundete Werte. Diese Festlegungen gelten sinngemäß auch für 
die Realisierungen innerhalb der anderen Kategorien. 
Alle tragfähigen Bearbeitungen nutzen den ganzen Kreis als das relevante Gan-
ze. Die Lösungshäufigkeit für Code r (ca. 28 %) gibt damit auch direkt die An-
zahl der Schülerinnen und Schüler an, die die gesamte Aufgabe 1 durchgängig 
tragfähig gelöst haben. Diese Zahl ist zur Mitte der 7. Klasse hin eher erstaunlich 
gering, deckt sich damit allerdings in etwa mit den Befunden anderer Studien 
(vgl. z. B. Wartha 2007, S. 192).  
 

Anteil, Code(s) und Beispiel(e), Lösungshäufigkeit(en) (gerundet), Interpretation 
Richtige Identifikation der Teil-Ganzes-Beziehung

r 
(5/12) 

absolut: 43 
prozentual: 28 % 

5 von 12  
Segmenten / Stücken 

 

tragfähig 

r_ab absolut: 39 
prozentual: 25 % 

z. B. 
10 von 12  

Segmenten / Stücken 
 

Tabelle 6-2: Überblick über die Bearbeitungswege der Kategorie tragfähig 
 
Vertiefte Analyse der als im Ansatz tragfähig codierten Lösungen:  
Betrachtung des Rests bzw. Beschränkung des Ganzen auf einen Ausschnitt 
 

Anteil, Code(s) und Beispiel(e), Lösungshäufigkeit(en) (gerundet), Interpretation 
Angabe des Anteils für den gefärbten Rest bzw. 

Nicht-Berücksichtigung des Bezugs des Anteils auf das Gesamtganze 

RV 
2/12 

 
absolut: 6 

prozentual: 4 % 
2 (= 12 – 10) von 12 

Segmenten / Stücken 
 

im Ansatz tragfähig 

ENKG 
2/10 

absolut: 1 
prozentual: 1 % 

2 von 10  
Segmenten / Stücken 

 
Tabelle 6-3: Überblick über die Bearbeitungswege der Kategorie im Ansatz tragfähig 

 
Die Kategorie im Ansatz tragfähig wird durch zwei Codes konkretisiert. Der 
Code RV stellt in gewisser Weise einen Grenzcode zwischen den beiden Katego-
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rien tragfähig und im Ansatz tragfähig dar (vgl. Tab. 6-3; grau sind die beiden 
gefärbten Teile): Es wurde hier vermutlich nicht der Anteil für den gefärbten 
Teil, sondern für den ungefärbten Rest angegeben. Bei insgesamt zehn gefärbten 
Stücken wird als Anteil 2/12 angegeben. Der Code spielt hier zahlenmäßig eine 
eher untergeordnete Bedeutung: Nur sechs Lernende (ca. 4 %) haben die Aufga-
be auf diese Weise gelöst. 

 GeS_49 
Abb. 6-3: Burhans (GeS_49) Lösung: 2/10  

Besonders aufschlussreich im Hinblick auf den Umgang mit Teil, Anteil und 
Ganzem ist eine Bearbeitung, die mit dem Code ENKG erfasst wurde: Hier ent-
spricht die Bearbeitung für das Ablesen des Anteils der des Einzeichnens des 
Teils. Die durchgängige Verwendung dieses Bearbeitungswegs für zwei ver-
schiedene Konstellationen deutet darauf hin, dass es sich hierbei um eine kon-
zeptionelle Bearbeitung handelt. Im Folgenden wird diese Lösung genauer inter-
pretiert: 
Burhan (GeS_49; vgl. Abb. 6-3) hat zunächst in den Items 1a und 1b beide An-
teile durchgängig entsprechend Code ENKG (Einschränkung des Nenners auf 
kleineres Ganzes) gefärbt (vgl. Abschnitt 5.2) und erhält damit zwei gefärbte 
Kreissegmente von insgesamt zehn Kreissegmenten, die er durch Markierungen 
von den übrigen abtrennt. Den Anteil für den insgesamt gefärbten Bruchteil vom 
Kreis gibt er für Item 1c mit 2/10 an.  ����

  

VT_25 
Abb. 6-4: Bearbeitung aus einem Vortest: übereinstimmendes Rechnen und Einzeichnen  
Damit hat Burhan innerhalb des Kreisganzen insgesamt über die Aufgabe hinweg 
drei neue Ganze geschaffen: Jeweils eines für die beiden Items 1a und 1b, wel-
che er anschließend für Item 1c als ein neues Ganzes zusammenfasst, auf das 

Aufgabe 2 
 Färbe zuerst 1 4

 

 
des Kreises.  Färbe dann noch ��1 – 

�6 �� des Kreises�  
 
��  Welchen Bruchteil des Kreises hast du insgesamt
     gefärbt? 

Aufgabe 3 
Berechne 

a) Färbe zuerst 

b) Färbe dann noch 

vom Kreis in blau�

vom Kreis in einer andHren Farbe� 

c) Welchen Bruchteil vom Kreis hast du insgesamt gefärbt? 

Antwort: 

 – 
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che er anschließend für Item 1c als ein neues Ganzes zusammenfasst, auf das 
sich die Summe der beiden Teile zu 1/4 bzw. 1/6 bezieht. Somit ergibt sich das 
Ganze für das Ablesen des Anteils als zehn Kreissegmente.  
Natalies (VT_25; Abb. 6-4) Bearbeitung aus einem Vortest zeigt sogar sowohl 
für das inhaltliche Bestimmen des Anteils am Kreisbild als auch für den dort 
abgefragten Kalkül das Ergebnis 2/10 (für die Aufgabe vgl. Hasemann 1981 und 
1986a). Zwar kann Natalie hier auch die Parallelität der beiden Aufgaben erkannt 
haben, die Ergebnisse empirischer Studien lassen dies jedoch als eher unwahr-
scheinlich erscheinen (siehe z. B. Hasemann 1986b, S. 16). Somit hat Natalie 
hier vermutlich Brüche als Multiplikative Teil-Ganzes-Relation II (abgeschlosse-
nes Teil-Ganzes-System, vgl. Abschnitt 1.5.2) gedeutet und komponentenweise 
addiert (für diesen Erklärungsansatz der Addition vgl. auch den absoluten Anteil 
bei Malle 2004). 
Auch wenn die Übergeneralisierung der Multiplikationsregel auf syntaktischer 
Ebene sicherlich die häufigere Fehlerursache für das Fehlermuster des kompo-
nentenweisen Addierens ist (Padberg 1986, S. 62, Swan 2001, S. 149, Wartha 
2007, S. 193 u. v. a.), gibt es also zuweilen auch semantische Ursachen wie im 
hier dokumentierten Fall. Diesen sollte auch auf inhaltlicher Ebene begegnet 
werden. So kann dafür sensibilisiert werden, dass sich ein Bruch nicht immer auf 
ein Ganzes beziehen muss, das in so viele Teile geteilt wurde, wie es die Zahl im 
Nenner suggerieren könnte. Was diese Schülerinnen und Schüler bereits verstan-
den zu haben scheinen, ist jedoch, dass ein Anteil Beziehungen zwischen Zahlen 
ausdrückt. 
 
Vertiefte Analyse der als nicht tragfähig codierten Lösungen:  
Uminterpretation des Anteils und Vernachlässigung des Ganzen 
Die als nicht tragfähig codierten Bearbeitungen haben die Gemeinsamkeit, dass 
Anzahlen von gefärbten Kreisteilen im Zähler und / oder Nenner des Anteils 
verwendet und kombiniert werden. Allerdings unterscheiden sie sich darin, wel-
che Teile aus der Zeichnung Berücksichtigung finden (vgl. Tab. 6-4). 
Bei Lösungen, die mit dem Code VH erfasst wurden, werden die gefärbten Seg-
mente für 1/4 und 1/6 in ein Verhältnis zueinander gesetzt. In der zweiten Aus-
prägung des Codes wird anscheinend ein Verhältnis von gefärbten zu nicht ge-
färbten Kreissegmenten angegeben. Diese Vorstellung stellt eine dokumentierte 
Fehlvorstellung zu Brüchen dar (vgl. z. B. Wartha 2007, S. 52). Sie wird als 
sogenannte Teil-zu-Teil-Strategie beschrieben (vgl. ebenfalls z. B. Di Gennaro et 
al. 1990, S. 748 ff. u. S. 756). 
Die größte Gruppe unter den nicht tragfähigen Bearbeitungen, der ein Bearbei-
tungsweg zuzuordnen ist, stellen Lösungen dar, die mit dem Code N=S bezeich-
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net wurden (15 Bearbeitungen). Im Hinblick auf den Umgang mit Teil, Anteil 
und Ganzem lässt sich feststellen, dass bei dieser Lösung die Anzahl der gefärb-
ten Kreissegmente nicht, wie es mathematisch korrekt wäre, als Zähler verwen-
det wird, sondern als Nenner des Bruchs. Woher die 1 im Zähler genommen 
wird, kann nicht interpretiert werden. 
Dieser Bearbeitungsweg entspricht dem fehlerhaften Einzeichnen gemäß dem 
Code N=S für Item 1a und 1b: Die Gesamtanzahl der gefärbten Kreisteile wird 
ermittelt und mit dem Nenner des Anteils identifiziert. Somit bewegt sich diese 
Lösung innerhalb der natürlichen Zahlen; eine Teil-Ganzes-Relation zwischen 
dem gefärbten Kreisteil und dem Kreis wird nicht hergestellt. Aus mathemati-
scher Sicht wird der Teil aus den Items 1a und 1b zum Ganzen umgedeutet. 
Fünf Lernende (ca. 3 %) haben keinen Anteil, sondern die Anzahl der gefärbten 
Kreisteile als Lösung angegeben (Code abs).  
 

Anteil, Code(s) und Beispiel(e), Lösungshäufigkeit(en) (gerundet), Interpretation 
Uminterpretation des Anteils und Vernachlässigung des Ganzen

VH absolut: 6 
prozentual: 4 % 

4 Teile und 6  
Segmente / Stücke 

4/6 
 

oder 
 

2 Teile und 10 (4 + 6)  
Segmente / Stücke 

2/10 

ODER 

nicht tragfähig 

N=S absolut: 15 
prozentual: 10 % 

10 Teile insgesamt  
(als Anteil) 

1/10 

abs absolut: 5 
prozentual: 3 % 10 (Teile) 

Tabelle 6-4: Überblick über die Bearbeitungswege der Kategorie nicht tragfähig 
 
Zusammenhang des Einzeichnens des Teils und Ablesens des Anteils  
Betrachtet man die Kompetenz des Ablesens von Anteilen isoliert, so waren wie 
bereits beschrieben insgesamt ca. 54 % der Schülerinnen und Schüler erfolgreich 
(Code r_ab). Wenn man die Kompetenz in den Zusammenhang der Aufgabe 
stellt, d. h. danach fragt, wie viele Lernende den der Aufgabe zugehörigen Anteil 
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5/12 richtig einzeichnen und ablesen, so ergibt sich eine Zahl von nur ca. 28 % 
an richtigen Lösungen (Code r).  
Das deutet darauf hin, dass die Kompetenzen des (graphischen) Bestimmens des 
Teils (Items 1a und 1b) und des Ablesens des Anteils aus einer bildlichen Dar-
stellung zumindest für diese Lernendengruppe nicht unbedingt direkt zusam-
menhängen müssen: Beim Wechseln von Konstellation I zu Konstellation II 
innerhalb des Kontexts „Anteile und Teile vom Kreis“ (gesuchter Teil Æ gesuch-
ter Anteil) werden Uminterpretationen des Ganzen nicht unbedingt konstant über 
die Items 1a / 1b und 1c vorgenommen: Wer z. B. beim Einzeichnen jeweils die 
Vorstellung „1/4 bedeutet vier Stücke“ aktiviert, der kann beim Ablesen des An-
teils auch durchaus die mathematisch tragfähige Vorstellung aktivieren und den 
Anteil auf das Ganze 12 bezogen richtig als 9/12 oder 3/4 ablesen). Dieses 
Wechseln betrifft die Lösungen der 39 Schülerinnen und Schüler, die zwar in den 
Items 1a und 1b mindestens einen Teil nicht tragfähig markiert, den von ihnen 
eingefärbten Anteil des Kreises jedoch richtig abgelesen haben. Von diesen Ler-
nenden haben 25, d. h. fast zwei Drittel, Item 1a tragfähig bearbeitet. Die Ant-
wort zu Item 1b wurde in der Mehrheit der Fälle dem Code N=S zugerechnet (21 
der insgesamt 39 Antworten), gefolgt von Code 1S (11 Bearbeitungen). Von den 
30 Jugendlichen, die in Item 1a und 1b konsequent der Zahl im Nenner des 
Bruchs entsprechend viele Teile vom Kreis eingefärbt haben (Code N=S), haben 
fünf den eingefärbten Anteil richtig abgelesen. Umgekehrt haben bis auf drei 
Lernende alle, die bei Item 1c entsprechend Code N=S gearbeitet haben, auch in 
den beiden Items 1a und 1b mit diesem Bearbeitungsweg die Anteile im Kreis 
identifiziert.  
Hasemann (1986a) betont ebenfalls, dass das Erkennen und Herstellen von 
Bruchteilen für Lernende durchaus verschiedene Anforderungen darstellen kön-
nen (vgl. Hasemann 1986a, S. 115 f.). Dabei stellt er fest, dass das Erkennen 
meist leichter fällt, was sich auch in dieser Erhebung zu bestätigen scheint: Fasst 
man die beiden Items 1a und 1b zusammen, so erscheint das Ablesen des Anteils 
deutlich leichter als das Einzeichnen des Teils. Während 59 Lernende (ca. 39 %) 
beide Items 1a und 1b richtig gelöst haben, sind es für Item 1c insgesamt sogar 
82 Lernende (ca. 54 %), die für den eingefärbten Teil den richtigen Anteil abge-
lesen haben. Das könnte daran liegen, dass beim Ablesen des Anteils eine „Re-
gel“ angewendet werden kann: Der Zähler steht für die relevanten Stücke, der 
Nenner für alle Stücke. Im umgekehrten Fall des Einzeichnens vom Teil, muss 
der Anteil als eine Beziehung zwischen dem vorhandenen Ganzen und dem noch 
nicht vorhandenen Teil interpretiert werden. Dazu muss das Ganze dem Anteil 
entsprechend erst strukturiert werden. In diesem Schritt scheint eine größere 
Schwierigkeit für Lernende zu liegen – vor allem, wenn zu diesem Anteil keine 
spontan abrufbare mentale Repräsentation wie beim Anteil 1/4 im Kreis verfüg-
bar ist. 
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6.3 Diskussion der empirischen Befunde 
Im Folgenden werden die vorgestellten empirischen Befunde entlang der im 
Hinblick auf Konstellation II „Gegeben sind Teil und Ganzes – gesucht ist der 
Anteil“ konkretisierten Forschungsfragen diskutiert und eingeordnet.  
 
Erste konkretisierte Forschungsfrage:  
Wie gehen Lernende in Konstellation II mit Teil, Anteil und Ganzem um? 
a) Wie identifizieren und nutzen sie das Ganze, wenn sie den Anteil bestimmen 

sollen und ihnen dazu ein kontinuierliches strukturiertes Ganzes vorgegeben 
wird? 

b) Welche individuellen Vorstellungen vom Ganzen lassen sich mit diesen Struk-
turierungen in Verbindung bringen? 

Zu a): Wie identifizieren und nutzen sie das Ganze, wenn sie den Anteil bestim-
men sollen und ihnen dazu ein kontinuierliches strukturiertes Ganzes vorgegeben 
wird? 
Im Hinblick auf die Identifizierung und das Nutzen eines bereits vorgegebenen 
strukturierten kontinuierlichen Ganzen zum Bestimmen des Anteils lassen sich 
auf Grundlage der empirischen Daten folgende Aussagen treffen: 

1. Die Interpretation des Ganzen zum Ablesen des Anteils gelingt der Mehr-
heit der an der schriftlichen Erhebung teilnehmenden Lernenden. 

2. Das Ganze wird z. T. umgedeutet, indem Ausschnitte betrachtet werden o-
der es wird nicht genutzt.  

 
Zu 1.: Die Interpretation des Ganzen zum Ablesen des Anteils gelingt der Mehr-
heit der an der schriftlichen Erhebung teilnehmenden Lernenden. 
Ca. 54 % der Lernenden haben zumindest in der Kreisrepräsentation von Item 1c 
in Konstellation II das Ganze mathematisch korrekt identifiziert. Sie lesen somit 
den gefärbten Anteil vom Kreis mathematisch tragfähig ab und interpretieren die 
Struktur des Ganzen angemessen (vgl. Code r bzw. r_ab). Dies kann u. U. damit 
erklärt werden, dass beim Ablesen des Anteils das relevante Ganze expliziter 
gegeben ist (vgl. Forschungsfrage 2). 
Ähnliche Befunde zur Bestimmung des Anteils bei gegebenem strukturierten 
Ganzen zeigen sich auch in anderen Studien: Für einen Kreis, der in acht gleich 
große Stücke geteilt war, von denen sechs gefärbt waren, haben in der Studie 
PALMA in Klasse 7 nach Behandlung der Bruchzahlen sogar 82,2 % der insge-



204 6 Vorstellungen und Strukturierungen beim Bestimmen des Anteils 

samt 1239 Schülerinnen und Schüler den Anteil richtig abgelesen (vgl. Wartha 
2007, S. 156 f.). In Klasse 5 waren es dagegen nur knapp 63 % der Lernenden 
(vgl. ebd.). Dabei ist zu beachten, dass der in der vorliegenden Studie in der 
Aufgabenlogik richtige Bruch 5/12 in der Regel keine spontan abrufbare Reprä-
sentation wie der in PALMA genutzte Anteil 3/4 besitzt, so dass sich dort even-
tuell auch aus diesem Grunde die höhere Lösungshäufigkeit ergibt.  
Zu 2.: Das Ganze wird z. T. umgedeutet, indem Ausschnitte betrachtet werden 
oder es wird nicht genutzt. 
Die schriftlichen Produkte der Lernenden geben Hinweise darauf, dass das Gan-
ze beim Ablesen des Anteils nicht immer tragfähig genutzt wird. Dies kann z. T. 
auch mit der Interpretation dessen, was ein Anteil ist, in Verbindung stehen. 
Die mit den Codes ENKG und VH erfassten Lösungen liefern Hinweise darauf, 
dass potenziell auch andere Interpretationen von dem, was ein Anteil ist, einen 
Einfluss auf die Lösung haben können: So scheinen Lernende, die in Zähler und 
Nenner des Anteils die Anzahlen der jeweils gefärbten Teile schreiben (Code 
VH), aus mathematischer Sicht eine Vorstellung von Verhältnissen zu aktivieren, 
während Lernende, die nach dem durch den Code ENKG beschriebenen Bearbei-
tungsweg vorgehen, das Ganze auf einen zuvor in den Items 1a und 1b festgeleg-
ten Ausschnitt reduzieren.  
Wie für Item 1a und 1b (Konstellation I) sind auch für Item 1c Bearbeitungen, 
die mit dem Code N=S erfasst werden (Nenner gibt das Ganze an), die häufigste 
identifizierbare nicht tragfähige Strategie. Das häufige Vorkommen dieser Inter-
pretation des Anteils wird empirisch auch in anderen Untersuchungen belegt 
(z. B. Wartha 2007, S. 157). Diese Lösungen deuten darauf hin, dass das Ganze 
für die Bestimmung des Anteils für manche Lernende eine geringere Bedeutung 
zu haben scheint, als der gefärbte Teil des Ganzen: Sie interpretieren den Teil als 
Nenner des Anteils (siehe auch Forschungsfrage 2).  

Zu b): Welche individuellen Vorstellungen vom Ganzen lassen sich mit diesen 
Strukturierungen in Verbindung bringen? 
Im Hinblick auf Konstellation II lassen sich weniger individuelle Vorstellungen 
vom Ganzen identifizieren. Nicht tragfähige Lösungen kommen hier meist 
dadurch zu Stande, dass das Ganze, d. h. in diesem Fall der Kreis, gar nicht als 
Ganzes wahrgenommen und konzeptualisiert wird, sondern dass z. B. der Teil 
stärker fokussiert wird (Code N=S) oder mit natürlichen Zahlen gearbeitet wird 
(Code abs). 
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Zweite konkretisierte Forschungsfrage:   
Wie können Schwierigkeiten und Hürden von Lernenden im Zusammen-
hang mit der Konstellation II überwunden werden? 
Im Hinblick auf Schwierigkeiten und Ansätze zu deren Überwindung lassen sich 
folgende Aussagen treffen: 

1. Die Bestimmung des Anteils (Konstellation II) scheint manchen Lernenden 
leichter zu fallen, als die Bestimmung des Teils (Konstellation I).  

2. Die Tatsache, dass für die Bestimmung des Anteils zunächst ein geeignetes 
Ganzes gewählt werden muss, ist nicht für alle Lernenden selbstverständ-
lich. Hier ergeben sich Ansätze für die Bearbeitung von Schwierigkeiten. 

 
Zu 1.: Die Bestimmung des Anteils (Konstellation II) scheint manchen Lernenden 
leichter zu fallen, als die Bestimmung des Teils (Konstellation I). 
Das Ablesen des Anteils fällt den hier befragten Lernenden im Vergleich zum 
Einzeichnen im Allgemeinen leichter (wenn man vom „einfachen“ Anteil 1/4 
absieht): Beim Ablesen eines Anteils steht das Ganze viel stärker im Fokus als 
beim Einzeichnen. Beim Einzeichnen des Teils muss die Situation noch mehr 
strukturiert werden, indem die Anteile zunächst auf die Fläche bezogen werden 
müssen, um daraus die Anzahl relevanter Flächen zu bestimmen. Der Anteil gibt 
nur „verschlüsselt“ – als Ausdruck einer Beziehung zwischen Teil und Ganzem – 
Informationen über die Anzahl der zu färbenden Kreisstücke.  
Im Vergleich zwischen den beiden Kompetenzen Einzeichnen des Teils und Ab-
lesen eines Anteils lässt sich darüber hinaus feststellen, dass die Tätigkeiten des 
Einzeichnens von Anteilen und des Ablesens von Anteilen nicht zwangsläufig 
miteinander gekoppelt sind: Schülerinnen und Schüler, die nach fehlerhaften 
Bearbeitungswegen Anteile einzeichnen, können die gefärbten Anteile z. T. wie-
der selbst richtig ablesen, d. h. für das Ablesen ein anderes Vorgehen aktivieren 
als für das Einzeichnen (Code r_ab). Hier lässt sich somit die Notwendigkeit der 
Differenzierung der Konstellationen I und II ablesen: Trotz des in den drei Auf-
gabenteilen vergleichbaren Kontexts „Anteile und Teile vom Kreis“ stellen sie 
für Lernende unterschiedliche Betrachtungsweisen dar, die zu anderen (auch 
unterschiedlich erfolgreichen) Bearbeitungswegen führen. Beim Ablesen und 
Einzeichnen von Anteilen und Teilen handelt es sich nicht um direkte Umkeh-
roperationen voneinander: Mit diesen beiden Operationen hängt jeweils ein an-
derer Umgang mit dem Ganzen zusammen, der für Lernende eine Hürde darstel-
len kann und expliziert werden muss. So zeigen sich hier deutlich die triadische 
Beziehung von Teil, Anteil und Ganzem und ihr Einfluss auf Bearbeitungswege. 
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Zu 2.: Die Tatsache, dass für die Bestimmung des Anteils zunächst ein geeignetes 
Ganzes gewählt werden muss, ist nicht für alle Lernenden selbstverständlich. 
Hier ergeben sich Ansätze für die Bearbeitung von Schwierigkeiten. 
Das Identifizieren des Ganzen, d. h. das Erkennen, dass zur Lösung dieser Auf-
gabe die Beziehung zwischen zwei Zahlen – dem Ganzen und dem Teil – das 
entscheidende Kriterium ist, ist für die Mathematisierung der Beziehung zwi-
schen Teil und Ganzem, d. h. das Ablesen des Anteils, entscheidend. Darüber 
hinaus ist es auch wichtig, dass die Beziehung zwischen dem Teil und dem rich-
tigen Ganzen hergestellt wird, d. h. dass innerhalb der bildlichen Darstellung der 
Situation der passende, d. h. situationsadäquate Ausschnitt ausgewählt wird.  
Für Item 1c ist zwar das Ganze in Form des strukturierten Kreises bildlich prä-
sent, dennoch ist seine Interpretation nicht für alle Lernenden offensichtlich: So 
lassen sich 27 der insgesamt 51 als im Ansatz oder nicht tragfähig eingeschätzten 
Bearbeitungen auf eine Umdeutung oder Nicht-Beachtung des Ganzen zurück-
führen (vgl. die Codes ENKG, VH, N=S und abs). Somit ist eine entscheidende 
Hürde, das richtige Ganze in der jeweiligen Situation überhaupt „herauszulesen“ 
– auch wenn dieses bereits wie hier konkret gegeben ist. Der Analysefokus auf 
das Ganze kann hier somit helfen, fehlerhafte Bearbeitungen bei dieser klassi-
schen Aufgabe zu Brüchen zu erklären: Die Perspektive auf den Umgang mit 
dem Ganzen kann aus diagnostischer Sicht dazu beitragen, einzelne Fehler in 
ihrem Zustandekommen besser zu verstehen. Damit ergeben sich die Interpreta-
tion und Strukturierung des Ganzen sowie überhaupt eine Sensibilisierung für 
dessen Relevanz (als Bezugsgröße) erneut als für Lernende zu explizierende 
Aspekte eines flexiblen Umgangs mit Brüchen.  



7 Vorstellungen und Strukturierungen beim 
Bestimmen des Ganzen 

In diesem Kapitel wird Konstellation III „Gegeben sind Teil 
und Anteil, gesucht ist das Ganze“ sowohl in Prozess- als 
auch in Produktperspektive vertieft ausgewertet: Mit Hilfe 
der Test-Items 2b, 2c, 3a, 3b und 4a, 4b soll untersucht wer-
den, welche Zusammenhänge und auch impliziten Annahmen 
für die Bestimmung und Beschaffenheit des Ganzen unter 
Berücksichtigung unterschiedlicher Qualitäten (diskret und kontinuierlich) aus 
Lernendenperspektive relevant sind.  
Dem Test vorausgehend wurde ein Teil dieser Aufgaben auch in halbstandardi-
sierten Interviews eingesetzt. Dort erwiesen sich Aufgaben zur Konstellation III 
als sehr herausfordernd für die Schülerinnen und Schüler, so dass diese in der 
nachfolgenden schriftlichen Erhebung im Vergleich zu den anderen Konstellatio-
nen mit so vielen Items belegt ist.  
In Abschnitt 7.1 werden zunächst die übergeordneten Forschungsfragen ausge-
schärft. In Abschnitt 7.2 wird die vertiefte Analyse der Items 2b und 2c mittels 
Codierung dargestellt. Dieser folgt in 7.3 die Analyse von vier ausgewählten 
Bearbeitungsprozessen aus der dieser Arbeit zugrunde liegenden Interviewstudie. 
Abschnitt 7.4 verdichtet die Ergebnisse zur Konstellation III mit einem aus dis-
kreten Objekten zusammengesetzten Teil. 
In Abschnitt 7.5 erfolgt die vertiefte Analyse der Test-Items 3a und 3b bzw. 4a 
und 4b zu flächigen (strukturierten) Ganzen; Abschnitt 7.6 stellt die Auswertung 
von Interviewausschnitten zum selben inhaltlichen Bereich dar. In Abschnitt 7.7 
werden die empirischen Befunde zu Konstellation III diskutiert und auf die kon-
kretisierten Forschungsfragen bezogen. 

7.1 Konkretisierung der übergeordneten 
Forschungsfragen  

Die Test-Items 2b und 2c bzw. 3a, 3b und 4a, 4b sowie die entsprechenden Inter-
viewepisoden sollen dazu dienen, Vorstellungen und Strukturierungen von Ler-
nenden im Hinblick auf das Ganze zu untersuchen. Dabei unterscheiden sich die 
Aufgaben in der Qualität von Teil, Anteil und Ganzem: In den Aufgaben 3 und 4 
werden geometrische Formen als (flächiger) Teil vorgegeben. In den Items 2b 
(Stammbruch) und 2c (Nicht-Stammbruch) ist der vorgegebene Teil diskret.  
A. Schink, Flexibler Umgang mit Brüchen, Dortmunder Beiträge zur Entwicklung und
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Für die Analyse wird zwischen den Prozessen in den Interviews und den Produk-
ten aus der schriftlichen Erhebung unterschieden. Diese Unterscheidung betrifft 
auch die Formulierung der konkretisierten Forschungsfragen: 

1. Wie gehen Lernende in Konstellation III mit Teil, Anteil und Ganzem 
um? 

a) Welche Bearbeitungswege lassen sich in den schriftlichen Produkten 
der Lernenden erkennen und wie strukturieren diese die Zusammen-
hänge zwischen Anteil und Teil, um das Ganze zu bestimmen, wenn 
eine Menge bzw. ein flächiger Teil und ein Nicht- bzw. Stammbruch 
vorgegeben sind? 

b) Welche Strategien werden in den Interviews genutzt, um das Ganze 
zu bestimmen? Wie entwickeln sie sich und wie nutzen sie die Zu-
sammenhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem, wenn eine Menge 
bzw. ein flächiger Teil und ein Nicht- bzw. Stammbruch vorgegeben 
sind? 

c) Welche weiteren individuellen Bedingungen und Vorstellungen wer-
den neben den fachlich notwendigen mit dem Ganzen verbunden? 

2. Wie können Schwierigkeiten und Hürden von Lernenden im Zusammenhang 
mit der Konstellation III überwunden werden?  

7.2 Analysen der schriftlichen Produkte zum Bestimmen 
des Ganzen (diskreter Teil) 

In diesem Abschnitt werden die schriftlichen Bearbeitungen 
zu den Test-Items 2b und 2c analysiert (vgl. Abb. 7-1): Teil 
und Anteil sind gegeben, das Ganze ist gesucht (für ähnliche 
Aufgaben im Rahmen einer Unterrichtsreihe bzw. Tests siehe 
z. B. Alexander 1997, S. 162 f.; Hasemann 1981). Neben 
einer konkreten Zahlangabe werden in beiden Items explizit 
auch der Rechenweg und eine bildliche Darstellung abge-
fragt.  
In Abschnitt 7.2.1 wird die Codierung der schriftlichen Produkte aus dem Test 
dargestellt: Zunächst wird – analog zu der Analyse von Item 2a in Abschnitt 
5.3.1 – die Codierung der Rechenwege beschrieben; daran schließt sich die Be-
schreibung der Codierung der Bilder an. In Abschnitt 7.2.2 werden die Ergebnis-
se der Analyse und deren Interpretation dargestellt.  
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b)  Tugba sagt: Wie viele Bonbons hat Tugba ge-
kauft? Erkläre, wie du das heraus-
findest und zeichne ein Bild dazu.  

c)  Melanie sagt: 
 Wie viele Bonbons hat Melanie 

gekauft? Erkläre, wie du das heraus-
findest und zeichne ein Bild dazu.  

Abb. 7-1: Test-Items 2b und 2c 

7.2.1 Auflistung der Codierung der Rechenwege und Bilder für die 
Items 2b und 2c  

Im Folgenden werden die Codes für die Rechenwege und die Bilder zu den Items 
2b und 2c für eine bessere Übersicht in einer tabellarischen Darstellung (Tab. 7-1 
bis 7-4) erklärt. Als Bild wird eine Bearbeitung dann gewertet, wenn sie ikoni-
sche Elemente beinhaltet; als Rechenweg werden verbale Bearbeitungen gewer-
tet, die über eine Bildbeschreibung hinausgehen (vgl. Abschnitt 5.3.1; dort finden 
sich auch Erläuterungen zu der Zuordnung der Codes der Rechenwege und Bil-
der zu den Kategorien tragfähig, im Ansatz tragfähig, nicht tragfähig, sonstige, 
keine Angabe und nur Bilder). Die Zahllösungen wurden wie für Item 2a unab-
hängig vom gewählten Bearbeitungsweg codiert. Bei den Angaben zu den relati-
ven Häufigkeiten der Codes handelt es sich um gerundete Werte. 

Rechenwege zu Item 2b: Teil 6 und Anteil 1/4 gegeben – Ganzes gesucht 
Code 
Häufigkeit 
abs. (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode)  
(von 153) 

Erläuterung des Codes                   

Tragfähige Lösungen
V  
46x, 30 %  GeS_68 

Es wird 4 · 6 oder 6 · 4 gerechnet.  
(Vervielfachen) 

HZ  
4x, 3 % 

 GeS_4 

Es wird in 4er Schritten abgezählt / 
hochgezählt bzw. es werden die 
einzelnen Viertel angegeben. 
ODER: Es wird die 6 und der Rest 
betrachtet. (Hochzählen) 

Ich habe 6 Bonbons gegessen. 
6 Bonbons sind 1

4 von den   
Bonbons, die ich gekauft habe. 

Ich habe auch 6 Bonbons gegessen.
6 Bonbons sind 2

3 von den   
Bonbons, die ich gekauft habe. 
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Code 
Häufigkeit 
abs. (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode)  
(von 153) 

Erläuterung des Codes                   

T:A 
4x, 3 % 

GeS_94 

Es wird 6 : 1/4 oder 6 : 
1· 4 gerechnet.  
(Teil durch Anteil) 

rsonst  
4x, 3 % tragfähige Lösungen sonstiger Art (sonstige richtige) 

Im Ansatz tragfähige Lösungen

RestA  
1x, 1 % 

GeS_55 

Es wird der zum Ganzen fehlende 
Anteil angegeben. (Rest zum Anteil) 

TA·A  
2x, 1 % GeS_95 

Es wird 1/6 · 1/4 oder 1/4 : 6 ge-
rechnet, aber 1/4 : 1/6 oder 6 · 1/4 
aufgeschrieben.  
(Teil als Anteil mal Anteil) 

Nicht tragfähige Lösungen

AG 
2x, 1 % 

GeS_140 

Es wird 16 : 4 oder 4 · 4 gerechnet.  
(anderes Ganzes) 

T·A 
6x, 4 % 

GeS_36 

Es wird 6 · 1/4 oder 6 : 4 gerechnet.  
(Teil mal Anteil) 

Y 
5x, 3 % 

GeS_34 

Es wird 6 · 4 + 1 oder 6 · 4 + 1 – 6 
(GeS_34) gerechnet.  
(„Teil mal Nenner plus Zähler“ / 
„Teil mal Nenner plus Zähler 
minus Teil“) 

fsonst 
3x, 2 % nicht tragfähige Lösungen sonstiger Art (sonstige falsche) 

Sonstige Lösungen
sonst 
6x, 4 % Lösungen, die nicht einschätzbar sind (sonstige) 
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Code 
Häufigkeit 
abs. (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode)  
(von 153) 

Erläuterung des Codes                   

Nur Bilder ( für Beispiele siehe Tabelle 7-3) 
NBT 
4x, 3 % Nur Bilder: tragfähige Bilder  

NBA 
3x, 2 % Nur Bilder: Im Ansatz tragfähige Bilder  

NBN 
16x, 10 % Nur Bilder: nicht tragfähige Bilder 

Keine Angabe
kA 
47x, 31 % 

nichts hingeschrieben, Probleme geäußert oder Lösung durchgestrichen  
(keine Angabe) 

Tabelle 7-1: Übersicht über die Codes für die Rechenwege zu Item 2b 

Rechenwege zu Item 2c: Teil 6 und Anteil 2/3 gegeben – Ganzes gesucht 
Code 
Häufigkeit 
abs. (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode)  
(von 153) 

Erläuterung des Codes                     

Tragfähige Lösungen

R 
29x, 19 % 

GeS_66 

GeS_68 

Es wird 6 : 2 · 3 gerechnet oder es werden 
die Teile für 1/3 und 3/3 (z. T. mit Zwi-
schenschritt 2/3) aufgeschrieben. Teilweise 
wird auch nur der Wert eines Drittels 
berechnet und als Ergebnis direkt 9 gefol-
gert. (Runterrechnen) 

H 
2x, 1 % GeS_91 

Es wird 6 · 3 : 2 gerechnet. (Hochrechnen) 

E 
1x, 1 % 

GeS_65 

Der Zähler des Anteils 2/3 wird auf 6 
gebracht; der Nenner wird analog angegli-
chen. (Erweitern) 

HZ 
4x, 3 % 

GeS_128 

Es wird das fehlende Drittel angeguckt.  
(Halber Zähler) 

T:A 
4x, 3 % GeS_99 

Es wird 6 : 2/3 oder 6 · 3/2 gerechnet.  
(Teil durch Anteil) 
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Code 
Häufigkeit 
abs. (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode)  
(von 153) 

Erläuterung des Codes                     

rsonst 
1x, 1 % tragfähige Lösungen sonstiger Art (sonstige richtige) 

Nicht tragfähige Lösungen

T·A 
6x, 4 %  GeS_126 

Es wird 6 · 2/3 oder 6 : 3 · 2 gerechnet.  
(Teil mal Anteil) 

nD 
9x, 6 % GeS_67 Es wird 6 · 3 gerechnet. (neues Drittel) 

GG 
2x, 1 % GeS_59 

Es wird 6 · 3 · 2 oder 3 · 6 · 2 gerechnet.  
(Stammbruch-Ganzes verdoppeln) 

Y 
5x, 3 % 
 GeS_71 

Es wird 6· 3 + 2 oder 6· 3 + 2 – 6 gerech-
net.  
(„Teil mal Nenner plus Zähler“ / „Teil mal 
Nenner plus Zähler minus Teil“)  

fsonst 
13x, 8 % nicht tragfähige Lösungen sonstiger Art (sonstige falsche) 

Sonstige Lösungen
sonst 
2x, 1 % Lösungen, die nicht einschätzbar sind (sonstige) 

Nur Bilder ( für Beispiele siehe Tabelle 7-4) 
NBT 
2x, 1 % nur Bilder: tragfähige Bilder 

NBA 
2x, 1 % nur Bilder: im Ansatz tragfähige Bilder 

NBN 
13x, 8 % nur Bilder: nicht tragfähige Bilder 

NBS 
1x, 1 % nur Bilder: Bilder, die nicht einschätzbar sind (sonstige) 

Keine Angabe
kA 
57x, 37 % 

nichts hingeschrieben, Probleme geäußert oder Lösung durchgestrichen 
(keine Angabe) 

Tabelle 7-2: Übersicht über die Codes für die Rechenwege zu Item 2c 
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Bilder zu Item 2b: Teil 6 und Anteil 1/4 gegeben – Ganzes gesucht 
Code 
Häufigkeit 
abs. (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode)  
(von 153) 

Erläuterung des Codes                      

Tragfähige Lösungen

K 
10x, 7 % 

GeS_18 

Im Bild sind die 6 und die 24 bzw. 6/24, 4 
6er-Gruppen (bzw. durch Beschriftung 
wird die 6 als Viertel sichtbar gemacht) 
und die 1/4 zu erkennen. (komplett) 

E 
1x, 1 % 

 GeS_63 

Erkennbar sind die 6 und die 24 bzw. 
6/24 und die 1 und die 4 bzw. 1/4. Die 
Zahlbeziehungen werden in je eigenen 
Zeichnungen verdeutlicht, die dann 
miteinander in Beziehung gebracht 
werden. (Erweitern) 

rsonst 
6x, 4 % tragfähige Bilder sonstiger Art (sonstige richtige) 

Im Ansatz tragfähige Lösungen

TVG 
4x, 3 %  GeS_20 

Im Bild sind die 6 von 24 bzw. 6/24 bzw. 
6 und 18 erkennbar. Die 4 bzw. 1/4 sind 
nicht hervorgehoben. (Teil vom Ganzen) 

TVGR 
2x, 1 %  GeS_142 

Im Bild sind die 6 und die 24 durch eine 
Rechnung bzw. räumlich voneinander 
getrennt dargestellt.  
(Teil vom Ganzen räumlich getrennt) 

nicht tragfähige Lösungen 

T 
2x, 1 %  GeS_29 

Im Bild ist nur die 6 zu erkennen. Die 24 
und die 4 bzw. die 1/4 sind nicht zu 
erkennen. (Teil) 

A 
11x, 7 % 

GeS_1 

Im Bild sind die 1 von 4 bzw. 1/4 zu 
sehen. Die 6 und die 24 sind nicht zu 
erkennen (z. T. in eine Rechnung einbe-
zogen). (Anteil) 

NT 
2x, 1 % 

GeS_26 

Im Bild sieht man die 4 und die 6 bzw. 
4/6. (Nenner vom Teil) 

Bfsonst 
22x, 14 % nicht tragfähige Bilder sonstiger Art (sonstige falsche) 

Keine Angabe
OB 
93x, 61 % kein Bild vorhanden (ohne Bild)  

Tabelle 7-3: Übersicht über die Codes für die Bilder zu Item 2b 
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Bilder zu Item 2c: Teil 6 und Anteil 2/3 gegeben – Ganzes gesucht 
Code 
Häufigkeit 
abs. (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode)  
(von 153) 

Erläuterung des Codes                       

Tragfähige Lösungen

K 
8x, 5 % 

GeS_61 

Im Bild sind die 6 und die 9 bzw. 6/9, drei 3er-
Gruppen (bzw. durch Beschriftung wird die 3 
als Drittel sichtbar gemacht) und die 2/3 zu 
erkennen. (komplett) 

E 
1x, 1 % 

GeS_65 

Im Bild sind die 6 und die 9 bzw. 6/9 und die 
2 und die 3 bzw. 2/3 zu erkennen. Beide 
Zahlbeziehungen werden in jeweils einer 
eigenen Zeichnung verdeutlicht, die dann 
miteinander in Beziehung gebracht werden. 
(Erweitern) 

NN 
5x, 3 % 

GeS_18 

Im Bild sieht man die 3 und die 9 bzw. die 
1/3. Die 2/3 werden nicht deutlich gemacht.  
(Einteilung durch Nenner) 

Im Ansatz tragfähige Lösungen

TVG 
5x, 3 % GeS_28 

Im Bild sind die 6 von 9 bzw. 6/9 bzw. 3 und 6 
erkennbar. Die 2 und die 3 bzw. die 2/3 sind 
nicht hervorgehoben. (Teil vom Ganzen) 

Nicht tragfähige Lösungen

A 
8x, 5 % GeS_56 

Im Bild sind die 2 von 3 bzw. 2/3 zu sehen. 
Die 6 und die 9 sind nicht zu erkennen. 
(Anteil) 

TA 
3x, 2 % 

GeS_92 

Es werden zwei Zeichnungen gemacht: Es 
sind die 6 und die 2/3 als Teil-Ganzes-System 
(entweder als 2 und 3 durch Bruchstrich 
getrennt oder als 2 von 3) erkennbar.  
(Teil und Anteil) 

TvSG 
4x, 3 % GeS_21 

Im Bild sind 6 und 18 bzw. 6/18 erkennbar 
bzw. 12 und 18. Die 9 und die 2/3 sind nicht 
erkennbar. (Teil vom Stammbruch-Ganzen) 

TT 
5x, 3 % 

GeS_10 

In der Zeichnung ist entweder nur die 4 (d. h. 
2/3 von 6) zu erkennen oder die 4 als Teil von 
6 oder eine Strukturierung der 6 in drei Teile. 
(Teil vom Teil) 

Bfsonst 
14x, 9 % 

nicht tragfähige Bilder sonstiger Art 
(sonstige falsche) 



7.2 Analysen der schriftlichen Produkte zum Bestimmen des Ganzen (diskreter Teil) 215

Code 
Häufigkeit 
abs. (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode)  
(von 153) 

Erläuterung des Codes                       

Sonstige Lösungen
Bsonst 
2x, 1 % Bilder, die nicht einschätzbar sind (sonstige) 

Keine Angabe
OB 
98x, 4 % kein Bild vorhanden (ohne Bild)  

Tabelle 7-4: Übersicht über die Codes für die Bilder zu Item 2c 

7.2.2 Ergebnisse und Interpretation zu Item 2b und 2c 
In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der schriftlichen Erhebung darge-
stellt: An einen Überblick zu den Lösungshäufigkeiten für die Zahllösungen, 
Rechenwege und Bilder schließen sich die qualitativen Analysen und Interpreta-
tionen der codierten Rechenwege und Bilder als Schwerpunkt dieses Abschnitts 
an. Die Darstellung orientiert sich strukturell an den oben genannten Kategorien. 
 
Lösungshäufigkeiten für die Zahllösungen, Rechenwege und Bilder 
76 bzw. 54 Lernende (ca. 50 % bzw. ca. 35 %) haben für Item 2b bzw. 2c die 
richtige Zahllösung für das Ganze angegeben (vgl. Abb. 7-2). Nicht tragfähige 
Antworten gaben 39 bzw. 63 Schülerinnen und Schüler (ca. 25 % bzw. ca. 41 %). 
Damit fällt Item 2b wesentlich besser aus als Item 2c. Dies kann vermutlich auf 
die durch den Stammbruch leichter zu mathematisierende und strukturierende 
Konstellation zurückzuführen sein. In einer Studie von Hasemann wurde zum 
Vergleich eine ähnliche Aufgabe, bei der vier Kuchenstücke ikonisch als 2/7 
repräsentiert wurden, von 63 % der teilnehmenden Real- und 15 % der Haupt-
schüler und -schülerinnen gelöst (Hasemann 1981, S. 85).  
Bei den Rechenwegen finden sich ebenfalls Hinweise darauf, dass diesen Ler-
nenden Item 2b anscheinend leichter als Item 2c gefallen ist: Die Anzahl tragfä-
higer Bearbeitungen nimmt ab, während die Zahl der nicht tragfähigen Bearbei-
tungen und der Nicht-Bearbeitungen zunimmt (ca. 38 % zu 27 % tragfähige bzw. 
10 % zu 23 % nicht tragfähige und 31 % zu 37 % Nicht-Bearbeitungen).  
Die Verteilung der Bilder auf die einzelnen Kategorien sieht in beiden Items sehr 
ähnlich aus: Die als nicht tragfähig eingeschätzten Bilder stellen die größte 
Gruppe der bildlichen Lösungen in beiden Teilen dar (die Zahlen sind vergleich-
bar mit den entsprechenden Häufigkeiten für Item 2a; vgl. Abschnitt 5.3.2). Weit 
mehr als die Hälfte der Lernenden hat kein Bild für Item 2b bzw. 2c angegeben.  
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Abb. 7-2: Überblick über Zahllösungen, Rechenwege und Bilder für die Items 2b und 2c 

 
Den Testunterlagen kann entnommen werden, dass zwölf Lernende Item 2b und 
elf Lernende 2c vollständig tragfähig bearbeitet, d. h. sowohl eine richtige Zahl-
lösung als auch einen tragfähigen Rechenweg und ein geeignetes Bild angegeben 
haben. Erstaunlich ist dabei, dass trotz der unterschiedlichen Verteilungen der 
Antworten auf die Kategorien, jeweils in etwa gleich viele Lernende pro Item 
vollständig tragfähige Lösungen angegeben haben (vgl. auch Item 2a). Insgesamt 
haben zwei Lernende Aufgabe 2 vollständig tragfähig bearbeitet. Für eine genau-
ere Analyse dieses Phänomens, etwa, ob dies generell an der Art der angefertig-
ten Zeichnungen oder Rechenwege liegt, die im Einzelfall von Item zu Item 
nicht ohne Modifizierung übertragbar sind, sind weitere Untersuchungen not-
wendig, die im Rahmen dieser Arbeit nicht mehr systematisch geleistet werden 
können. 
Die Zahllösungen sind ähnlich wie für Item 2a relativ weit gestreut. In beiden 
Items stellt die richtige Zahllösung erneut die häufigste Lösung dar. Bei der An-
gabe sonst handelt es sich um nicht interpretierbare Angaben (nicht lesbar oder 
mehr als eine Zahllösung angegeben). 
Im Folgenden werden die wesentlichen Rechenwege und Bilder vergleichend 
interpretiert. Dabei werden die Bilder wie bereits in Abschnitt 5.3.2 kategorien-
weise schematisch dargestellt, um die in ihnen angelegten Zahlbeziehungen zu 
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verdeutlichen (Tab. 7-5 bis 7-10). Die Ausführungen für die konkrete Gestaltung 
dieser Bilder gelten hier sinngemäß. 
 
Vertiefte Analyse der als tragfähig codierten Rechenwege und Bilder:  
Nutzen von Strukturen 
Insgesamt zeigt sich eine Vielfalt an tragfähigen Lösungen, die das richtige Gan-
ze 24 bzw. 9 durch das Nutzen struktureller Zusammenhänge erhalten. 

Rechenwege: Nutzen von Einheiten  
Der Zugang über die Multiplikation vom Nenner des Bruches mit dem Teil (4 · 6 
= 24) ist der für Item 2b mit Abstand am häufigsten gewählte tragfähige Re-
chenweg: 46 Lernende (30 %) haben diesen Weg gewählt (vgl. Code V in Tab. 
7-1). Weitere interpretierbare tragfähige Bearbeitungen bestehen darin, das Gan-
ze sukzessive durch eine Strukturierung zu erzeugen, etwa durch das wiederholte 
Addieren des Teils oder das Betrachten einer Teil-Rest-Struktur (vier Jugendli-
che; Code HZ). Dabei formulieren nicht alle Lernende eine inhaltliche Begrün-
dung ihres Rechenweges, sondern notieren auch nur die syntaktische Rechnung. 
Einen ähnlichen Weg über das Bilden von Einheiten findet man auch für Item 2c, 
für das die häufigste tragfähige Lösung darin besteht, den Teil zunächst zu hal-
bieren (d. h. neue Einheiten zu bilden) und anschließend die so erhaltene Einheit 
mit drei zu multiplizieren: 29 Lernende (19 %) haben die Aufgabe auf diese 
Weise gelöst (Code R; vgl. Tab. 7-2). Alternativ werden an dieser Stelle auch 
weitere strukturelle Zusammenhänge genutzt, wie etwa die Teil-Rest-Struktur. 
Den umgekehrten Weg, bei dem die Rechnung 6 · 3 : 2 ausgeführt wird, haben 
im Vergleich nur sehr wenige Lernende gewählt (zwei Lernende; vgl. Code H in 
Tab. 7-2). Hierbei wird zunächst das Ganze zum Stammbruch 1/3 bestimmt. 
Anschließend muss dieses Ganze dann strukturiert werden, indem durch die 
Zerlegung mit dem Zähler Einheiten gebildet werden. Diese Denkrichtung 
scheint schwieriger zu sein; vermutlich liegt das daran, dass, wenn man inhalt-
lich denkt, zwischenzeitlich das Ganze wechselt: Kurzfristig wird mit einem 
größeren Ganzen (18) gearbeitet, als mit dem, das zu dem Anteil 2/3 gehört (9). 
Einige Schülerinnen und Schüler im Test und in den Interviews konnten diese 
Hürde, die in der Interpretation dieses neuen Ganzen steckt, nicht überwinden 
(vgl. Abschnitt 7.3.2 und Code nD).  
Damit kann der Zähler ungleich 1 eine Schwierigkeit für Lernende darstellen, 
denn er muss für die Konstellation geeignet interpretiert werden. So wird z. B. 
bei der Mehrheit der Bearbeitungen zu Item 1b die 1 im Zähler des Anteils und 
ihre strukturelle Bedeutung nicht explizit thematisiert und wird damit auch nicht 
problematisiert. Anders ist es bei Mario (GeS_33; Abb. 7-3): Er folgert, dass die 
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1 am Ergebnis nichts ändert, erscheint allerdings auch nicht vollständig sicher. 
Die Rolle des Zählers ist in diesem Fall tatsächlich nicht für das Ergebnis ent-
scheidend, jedoch ist sein struktureller Zusammenhang mit dem Teil und dem 
Ganzen spätestens bei Nicht-Stammbrüchen relevant (vgl. den Abschnitt zu den 
nicht tragfähigen Lösungen zu Item 2c). 
 

 
Abb. 7-3: Mario (GeS_33) reflektiert die 1 im Zähler 

 
Code  Häufigkeit (gerundet)

von 153 (von 60) 
Graphische Repräsentation des Anteils: 
schematische Deutung 

Einschät-
zung  

Verdeutlichung der strukturellen Beziehungen der Zahlen 

K 
1, 4, 6 und 24 

 

tragfähige Bilder 

absolut: 10 
prozentual: 7 % (17 %)         

E 

1 und 4    und   6 und 24

absolut: 1 
prozentual: 1 % (2 %) 

Tabelle 7-5: Schematischer Überblick für Item 2b: tragfähige Bilder 
 

Code  Häufigkeit (gerundet)
von 153 (von 55) 

Graphische Repräsentation des Anteils: 
schematische Deutung 

Einschät-
zung  

Verdeutlichung der strukturellen Beziehungen der Zahlen 

K 
2,3,6 und 9

tragfähige Bilder 

absolut: 8 
prozentual: 5 % (15 %) 

E 

2 und 3   und   6 und 9
 
 absolut: 1 

prozentual: 1 % (2 %) 

NN 
3 und 9  

absolut: 5 
prozentual: 3 % (9 %) 

Tabelle 7-6: Schematischer Überblick für Item 2c: tragfähige Bilder 
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Umkehrung der Rechenoperation  
Neben diesen Wegen, die die Zusammensetzung des Ganzen zu fokussieren 
scheinen, gibt es für Item 1b auch vier Bearbeitungen, die das Ganze durch die 
Umkehrung der Rechenoperation der zuvor bearbeiteten Konstellation I bestim-
men, indem sie den Teil durch den Anteil dividieren (vgl. Code T:A in Tab. 7-1). 

Erweitern 
Das Erweitern bzw. inhaltliche Hochrechnen, das für Item 2a den mit Abstand 
häufigsten Lösungsweg darstellt, wurde für Item 2b gar nicht und für Item 2c nur 
in einem Fall gewählt. Das könnte ein Hinweis darauf sein, dass das Erweitern 
meist im Hinblick auf das Ganze gesehen wird, d. h. z. B. im Hinblick auf die 
Einteilung eines flächigen Ganzen oder das Umbilden von Mengen, und nicht 
auf den relevanten Teil bezogen werden kann. 

Bilder: Explizieren von Beziehungen 
Bei den Bildern lassen sich für beide Items Bearbeitungen nachweisen, bei denen 
alle relevanten Zahlen aus der Aufgabenstellung für die Darstellung der Lösung 
genutzt werden (vgl. Tab. 7-5 und 7-6 für schematische Darstellungen der Codes, 
die wie die entsprechenden Tabellen in Abschnitt 5.3.2 die in den Zeichnungen 
jeweils zugrunde liegenden Strukturen und Zusammenhänge zwischen Teil, An-
teil und Ganzem verdeutlichen sollen).  
 
Vertiefte Analyse der als im Ansatz tragfähig codierten Rechenwege und 
Bilder: Uminterpretation des Ergebnisses, Betrachtung von Ausschnitten 
In der Kategorie im Ansatz tragfähig wurden Rechenwege nur für Item 2b er-
fasst. Sie haben zahlenmäßig auch keine große Bedeutung in dieser Erhebung. 
Zum einen wurde bei der Betrachtung einer Teil-Rest-Struktur nicht der Teil, 
sondern der Anteil fokussiert (Code RestA), zum anderen haben Lernende eine 
andere Operation aufgeschrieben, als sie tatsächlich durchgeführt haben und 
gleichzeitig eine Operation gewählt, die zwar das richtige Ergebnis erkennen 
lässt, allerdings inhaltlich schwer erklärbar ist: Es wird 1/4 : 1/6 oder 6 · 1/4 
aufgeschrieben, aber es wird 1/6 · 1/4 bzw. 1/4 : 6 gerechnet. Somit kommt im 
Ergebnis ein Anteil (1/24) heraus, dessen Nenner mit dem gesuchten Ganzen 
identifiziert werden kann. 
Den Tabellen 7-7 und 7-8 können die codierten, im Ansatz hilfreichen Bilder 
entnommen werden. Diese zeigen zwar Teil und Ganzes, beziehen jedoch den 
vorgegebenen Anteil nicht mit ein, so dass sie eher einen Endzustand darstellen. 
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Code  Häufigkeit
von 153 (von 60) 

Graphische Repräsentation des Anteils: 
schematische Deutung 

Einschät-
zung  

Eher Verdeutlichung des Endzustands Teil-Ganzes; vermutlich nicht zur Lösungsfindung 
gedient; oder Herstellung eines eingeschränkt richtigen Bezugs zwischen Teil und Anteil  

TVG 
6 und 24

 

im Ansatz  
tragfähige Bilder 

absolut: 4 
prozentual: 3 % (7 %) 

TVGR 
6          und        24  

absolut: 2 
prozentual: 1 % (2 %) 

Tabelle 7-7: Schematischer Überblick für Item 2b: im Ansatz tragfähige Bilder 
 

Code  Häufigkeit (gerundet)
von 153 (von 55) 

Graphische Repräsentation des Anteils: 
schematische Deutung 

Einschät-
zung  

Eher Verdeutlichung des Endzustands Teil-Ganzes; vermutlich nicht zur Lösungsfindung 
gedient; oder Herstellung eines eingeschränkt richtigen Bezugs zwischen Teil und Anteil  

TVG 

6 und 9

 

im Ansatz 
tragfähige 

Bilderabsolut: 5 
prozentual: 3 % (9 %) 

Tabelle 7-8: Schematischer Überblick für Item 2c: im Ansatz tragfähige Bilder 
 
Vertiefte Analyse der als nicht tragfähig codierten Rechenwege und Bilder:  
Falsche Bezugnahme und strukturelle Deutungen 
Besonders aussagekräftig für die Analyse von Lernendenvorstellungen und Aus-
sagen über die Komplexität der Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und Gan-
zem ist die Betrachtung der als nicht tragfähig eingestuften Antworten, denn hier 
lassen sich z. T. Denkhürden für Lernende im Umgang mit diesen Komponenten 
identifizieren.  
Bei den als nicht tragfähig codierten Rechenwegen lassen sich grob zwei Arten 
von Hürden feststellen: Zum einen die Identifikation des (richtigen) Ganzen und 
zum anderen die Strukturierung der Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und 
Ganzem. Anders als bei Item 2a lassen sich größere Gruppen von gleichartigen 
Bearbeitungen ausmachen, was unter der Einschränkung, dass es sich hier um 
eine vergleichsweise kleine Erhebung handelt, dafür sprechen kann, dass dies 
Umsetzungen sind, die allgemeinere Hürden für Lernende darstellen. 
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Umdeutung des Ganzen 
Der Teil 6 wird als Ganzes für den Anteil umgedeutet. Damit wird die Konstella-
tion III formal in die Konstellation I umgedeutet, indem ein Anteil vom ur-
sprünglichen Teil bestimmt wird (Code T·A). Diese Lösung kommt in beiden 
Items jeweils sechsmal vor (vgl. Tab. 7-1 bzw. 7-2). Der Bezug des Anteils auf 
den Teil lässt sich für Item 2c auch in den bildlichen Lösungen nachweisen (Bil-
der-Code TT; fünf Bearbeitungen, vgl. Tab. 7-10). Schließlich gibt es auch Lö-
sungen für Item 2b, bei denen ein neues Ganzes für die Berechnung des Teils 
herangezogen wird, das nicht innerhalb der für das Item gegebenen Zahlen ge-
funden werden kann (Code AG): Das Ganze ist dabei 16 und wurde u. U. von 
Item 2a übernommen.  

Strukturelle Deutung des Zählers als Hürde 
Der Zähler wird strukturell falsch verwendet bzw. gedeutet. Dies wird besonders 
deutlich für Item 2c, da der Zähler ungleich eins ist und damit bei den meisten 
Umsetzungen erst hier offensichtlich in Erscheinung tritt. So können drei Ver-
wendungen des Anteils unterschieden werden:  
1. Ausblenden des Zählers (Item 2c): Der Teil wird zum Stammbruchganzen in 
Beziehung gesetzt, d. h. der Anteil wird als Stammbruch genutzt (Code nD; neun 
Bearbeitungen). Diese Umsetzung kann auch auf strukturellen Überlegungen 
beruhen. So kann z. B. als möglicher inhaltlicher Hintergrund die Komplementa-
rität der Anteile 1/3 und 2/3 fokussiert und damit das Ganze als für 1/3 und 2/3 
gleich angenommen werden (1/3 und 2/3 ergeben zusammen 3/3, gehören also 
zum selben Ganzen; vgl. auch Abschnitt 7.3.4). Hier lassen sich auch entspre-
chende bildliche Lösungen nachweisen (Bilder-Code TvSG, vier Bearbeitungen). 
2. Fokus auf das Verdoppeln (Item 2c): Das zu 1/3 gehörige Ganze wird verdop-
pelt (Code GG, zwei Bearbeitungen). Dieser Vorgehensweise kann eine syntakti-
sche Verrechnung aller Zahlen zugrunde liegen (6 · 3 · 2), allerdings gibt es auch 
Hinweise darauf, dass durchaus inhaltliche Überlegungen zu dieser Lösung füh-
ren können. So kann hier eine Hürde darin liegen, als Konsequenz der Verdopp-
lung des Anteils (d. h. den Wechsel von 1/3 zu 2/3) eine Halbierung des Stamm-
bruchganzen (d. h. von 18 zu 9) vorzunehmen (vgl. Abschnitt 7.3.2). 
3. Nutzen des Zählers als natürliche Zahl (Item 2b und 2c): Bei dieser Umset-
zung wird der Zähler als natürliche Zahl verwendet und zu dem mit Hilfe des 
Nenners des Anteils berechneten Stammbruchganzen addiert (Code Y, in beiden 
Items jeweils fünf Bearbeitungen). Ob eine und wenn ja, welche inhaltliche Deu-
tung dieser Lösung zugrunde liegt, kann aus den Daten nicht erschlossen werden.  
Weitere interpretierbare nicht tragfähige Bilder, die zu den Items 2b und 2c an-
gefertigt wurden, stellen keine oder andere nicht tragfähige strukturelle Zusam-
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menhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem her (vgl. in Tab. 7-9 und 7-10 die 
Codes T, NT, A, TA). Die relativ große Gruppe sonstiger nicht tragfähiger Bilder 
zerfällt z. T. in sehr kleine Einzelfälle und wird nicht weiter aufgeschlüsselt.  
 

Code  Häufigkeit (gerundet)
von 153 (von 60) 

Graphische Repräsentation des Anteils: 
schematische Deutung 

Einschät-
zung  

Keine hilfreiche Nutzung der strukturellen Beziehungen der Zahlen 

T 
6

 nict tragfähige Bilder 

absolut: 2 
prozentual: 1 % (3 %) 

A 

1 und 4

absolut: 11 
prozentual: 7 % (18 %)       

NT 
4 und 6

absolut: 2 
prozentual: 1 % (3 %) 

Tabelle 7-9: Schematischer Überblick für Item 2b: nicht tragfähige Bilder 
 

Code  Häufigkeit (gerundet)
von 153 (von 55)  

Graphische Repräsentation des Anteils: 
schematische Deutung 

Einschät-
zung  

Keine hilfreiche Nutzung der strukturellen Beziehungen der Zahlen 

A 
2 und 3

nict tragfähige Bilder 

absolut: 8 
prozentual: 5 % (15 %) 

TA 
2 und 3    und     6 

absolut: 3 
prozentual: 2 % (5 %) 

TvSG 
6 von 18

absolut: 4 
prozentual: 3 % (7 %) 

TT 
4 von 6

absolut: 5 
prozentual: 3 % (9 %) 

Tabelle 7-10: Schematischer Überblick für Item 2c: nicht tragfähige Bilder 
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Bildliche Darstellungen als Strukturierungshilfen 
Bei den Bildern ist auch der Wechsel der Darstellungsart sowohl im Hinblick auf 
die Fachliche Klärung als auch die Didaktische Strukturierung ein wichtiger 
Faktor: Die Bilder zeigen, dass Lernende nicht immer in der Darstellungsart 
argumentieren, die durch die Aufgabenstellung nahegelegt wird (s. a. Abschnitt 
5.4). So nutzen sie z. B. im Kontext der Bonbons (diskreter Teil) nicht notwendig 
die Darstellung durch ebenfalls diskrete Objekte, sondern schaffen auch noch 
weitere Strukturen oder deuten diese um.  
 

   VT_115 
Abb. 7-4: Simones (VT_115) Lösung durch Verbindung von Darstellungen  

 
Die Verbindung verschiedener Darstellungsarten im Zusammenhang mit dem 
Wechsel der Qualität des Ganzen kann durchaus hilfreich sein: So nutzt Simone 
(VT_115; 115 steht hier für Klasse 1, Schülerin 15) den Kreis zur Strukturierung 
ihrer Zeichnung, mit der sie das Ganze zum Anteil 1/8 und Teil 4 bestimmt (ver-
mutlich verteilt sie immer vier Bonbons auf die Kreissegmente, um das Ganze 
als 8/8 und 1/8 als 4 Bonbons zu erhalten; vgl. Abb. 7-4). Beim Bestimmen des 
Ganzen zum Anteil 2/3 und Teil 6 kann sie so auch in ihrer rechten Zeichnung 
erkennen, dass ihr für den Stammbruch erfolgreicher Bearbeitungsweg des Ver-
vielfachen des Teils hier nicht stimmt. Simones Bilder verweisen auf die Kraft, 
die diese als Vorstellungs- und Strukturierungshilfe haben können, um solche 
komplexeren Konstellationen (z. B. mit Nicht-Stammbrüchen) zu erschließen.  
Diese Feststellung, dass Bilder tatsächlich zur Generierung einer Lösung genutzt 
werden und nicht erst im Anschluss als Illustration dienen, lässt sich jedoch für 
den Haupttest z. T. relativieren: Dort haben nur relativ wenige Lernende über-
haupt Bilder angefertigt. Der Wechsel von der diskreten zur flächigen Darstel-
lung wurde ebenso wie deren Verbindung häufiger vorgenommen. 
 
Zwischenfazit 
Insgesamt zeigen sich bei beiden Items und bezogen auf alle drei Aspekte – Bil-
der, Rechenwege und Zahllösungen – eine Vielzahl an Aspekten: 
• Vielfalt tragfähiger Lösungen: Die Breite an unterschiedlichen mathema-

tisch tragfähigen Bearbeitungen ist bemerkenswert. Sie verdeutlicht im Hin-
blick auf die fachliche Klärung, dass diese zunächst so elementaren und im 
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Unterricht häufig über Standardverfahren eingeführten Aufgaben von Ler-
nenden auch nach Einführung des Kalküls viel aspektreicher und variabler 
bearbeitet wurden, als zuvor vermutet. So werden hier Strategien wie das 
Erweitern (Code E) oder das Bilden verschiedener Einheiten (Codes V, HZ, 
R, H) genutzt.  

• Verschiedene Qualitäten vom Ganzen: Die Bilder unterscheiden sich z. T. in 
der Qualität des genutzten Ganzen. So weisen manche Bilder kontinuierliche 
Aspekte auf, obgleich das vorgegebene Ganze diskret ist. Die Verbindung 
beider Qualitäten in einem strukturierten Ganzen ermöglicht eine struktu-
rierte Darstellung der Konstellation. 

• Strukturelle Schwierigkeiten: Gleichzeitig zeigt sich die Variabilität aber 
auch bei den nicht oder nur im Ansatz tragfähigen Lösungen. Diese offenba-
ren eine breit gestreute Palette an Hürden und Umdeutungen von strukturel-
len Zusammenhängen, die z. T. in der fachlichen Struktur verankert sind und 
auf implizite Annahmen verweisen (dies zeigt sich in den nachfolgenden 
Prozessanalysen vertieft). So stellt die Interpretation des Zählers für Item 2c 
eine Hürde dar, die sich sowohl in den Bildern als auch den Rechenwegen 
äußert (Codes nD, TVsG, GG, Y). Auch die Uminterpretation der Konstella-
tion und das Heranziehen eines neuen Ganzen stellen Vorgehensweisen von 
Lernenden dar (Codes T·A, TT, AG). Die im Ansatz tragfähigen Bilder zei-
gen schließlich die Schwierigkeit, einen relativen Zusammenhang zwischen 
Teil, Anteil und Ganzem herzustellen (Codes T, NT, TA). 

Insgesamt lassen sich nicht alle Rechenwege und Bilder für beide strukturglei-
chen Items nachweisen. Dennoch gibt es in einigen Fällen ähnliche Phänomene. 

7.3 Analysen der Prozesse zum Bestimmen des Ganzen 
(diskreter Teil) 

In diesem Abschnitt werden ausgewählte Prozesse aus den Interviews zur Bon-
bonaufgabe I bzw. II dargestellt und analysiert. Dabei sollen die Analysen einen 
tieferen Einblick in die Konstruktion der Lösung ermöglichen; d. h. das Herstel-
len und Nutzen von Zusammenhängen zwischen den Komponenten und das 
Begründen einzelner Bearbeitungswege stehen im Vordergrund der Analyse. 
Insgesamt werden die Bearbeitungsprozesse von vier Schülerinnen und Schülern 
– Simon und Akin sowie Laura und Melanie – vertieft analysiert und dargestellt 
(vgl. auch Abschnitt 2.5.1 zur Auswahl dieser Interviews für die vertiefte Analy-
se). Das Besondere an den Interviewsituationen und damit auch ihr Beitrag zu 
der vorliegenden Arbeit im Vergleich zu den schriftlichen Bearbeitungen ist 
gerade der explorative Charakter der Aufgaben für diese Lernenden: Sie haben 
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zur Bestimmung der Größe des Teils oder des Ganzen noch kein „Standardver-
fahren“ kennen gelernt, so dass die Analyse hier besonders aufschlussreich im 
Hinblick darauf zu sein verspricht, wie die Schülerinnen und Schüler an die 
Bearbeitung heran gehen und die Konstellation strukturieren und welche Bedin-
gungen und impliziten Annahmen sie an die Aufgabe und damit an die Zusam-
menhänge von Teil, Anteil und Ganzem herantragen. Dabei besteht die Vermu-
tung, dass manche dieser intuitiven – da noch nicht durch ein mathematisches 
Verfahren abrufbaren – Lösungswege, aber auch fehlerhafte Strukturierungen 
gerade wegen ihrer alternativen Zugangsweisen eine Grundlage für die Analyse 
nicht tragfähiger Produkte auch anderer Lernender bieten können. 
In Abschnitt 7.3.1 wird ein erfolgreicher Bearbeitungsprozess zur Bonbonaufga-
be I dargestellt. Simon und Akin gelingt die Lösung der Aufgabe bis auf eine 
zwischenzeitliche Umdeutung der Konstellation problemlos. Dieser Ausschnitt 
dient auch dazu, den im darauf folgenden Abschnitt 7.3.2 analysierten Bearbei-
tungsprozess zur Bonbonaufgabe II vorzubereiten: Die Jungen greifen dort in der 
modifizierten Konstellation auf bekannte Strategien und Modellierungen zurück, 
die sie jedoch nicht mathematisch tragfähig an die geänderten Bedingungen 
anpassen können. 
Der Gesprächsausschnitt in 7.3.3 stellt den Bearbeitungsprozess zur Bonbonauf-
gabe I von Melanie und Laura dar. Auch dieser Prozess ist gelungen, jedoch 
zeigen sich unter anderem unterschwellig Vorstellungen vom Anteil, die hier 
partiell hinderlich sein können. Der Abschnitt 7.3.4 stellt schließlich einen kom-
plexen Bearbeitungsprozess vor, in dem Laura über das systematische Variieren, 
Vergleichen und Beobachten von Veränderungen operativ die Lösung der Bon-
bonaufgabe II erschließt und diese validiert. Hierbei wird deutlich, wie durch das 
Untersuchen und Nutzen von Zusammenhängen Erkenntnisse zu strukturellen 
Beziehungen entwickelt werden.  

7.3.1 Simon und Akin bearbeiten die Bonbonaufgabe I:  
Multiplizieren von Teil und Nenner (1:14 – 12:06) 

Einordnung der Szene in das Gesamtinterview 
Die folgende Szene stellt die erste Aufgabe im Interview mit Simon und Akin dar 
(Zeile 1 bei 1:14 des Gesamtinterviews). Ein Überblick über die Aufgaben, die 
die Jungen in ca. elf Minuten bearbeiten, wurde in Abschnitt 2.5.1 gegeben.  
Simon nutzt in diesem Bearbeitungsprozess erfolgreich die Strategie, das Ganze 
durch die Multiplikation des Nenners des Anteils mit dem Teil zu erhalten. Diese 
wenden Akin und er anschließend dann auch bei der Nicht-Stammbruch-
Konstellation der Bonbonaufgabe II an (vgl. Abschnitt 7.3.2).  
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Auch wenn in diesem Interviewausschnitt mit der Bonbonaufgabe I (vgl. Abb. 
7-5) eigentlich zwei Konstellationen bearbeitet werden (Bestimmen des Teils und 
Ergänzen zum Ganzen) wird er in diesem Abschnitt analysiert. Der Grund liegt 
darin, dass zum einen die Bestimmung des Ganzen den zentralen Inhaltsbereich 
der Aufgabe darstellt und zum anderen ein Isolieren der beiden Konstellationen 
in diesem Auszug ein Auseinanderreißen des Interviewausschnitts zur Folge 
hätte: Beide Konstellationen gehen aufgabenbedingt fast nahtlos ineinander über, 
so dass ein klarer Schnitt in der Argumentation der beiden Jungen nicht nur nicht 
möglich wäre, sondern auch das Verständnis der Szene behindern würde. 
 

Ole und Pia haben zusammen 16 Orangenbonbons. Ole hat 6 Orangenbonbons.  
Er behauptet:  
 
 

Kann das stimmen? Wie viele Bonbons sind denn von 16 Bonbons? Wenn es nicht stimmt: 

Wie viele Bonbons müssten Ole und Pia zusammen haben, damit Oles 6 Bonbons aller 
Bonbons sind?   
Wie viele Bonbons müssten die beiden haben, damit Oles 6 Bonbons von allen Bonbons 
wären?  

Abb. 7-5: Bonbonaufgabe I 
 
Zeile 1-47: Was ist 1/4 von 16 Bonbons?  

…  
7 A Du hast so nen großen Rechteck und dann hast du 16 Striche. [deutet mit zwei 

Fingern einen großen Kasten auf dem Arbeitsblatt an; murmelt etwas Unverständli-
ches] oder sollen wir einfach hinschreiben? 

8 S Ja ich bin am überlegen, weil 
9 A Hallo, du musst ja nur zum Beispiel jetzt 16 und davon musst du - 1/4 - ja, Teiler 

machen [zeigt auf das Aufgabenblatt] - oder man kann auch immer s-, nein man 
kann ja, das sind doch gar nicht 1/4, oder? [schaut die Interviewerin an] 

...  
13 A …weil 4 wären 1/4…
14 S …6 und 6 und nochmal 12 und dann nochmal 6 das ist ja dann schon 
15 A 18
16 S 18
…  

 

1
4

1
4

1
8

Ich habe 1
4 von unseren Bonbons. 

(Bildrechte (Ole) Cornelsen-Verlag) 
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Nachdem Simon (S) und Akin (A) die Aufgabe gelesen und die Aufgabenstel-
lung geklärt haben (Z. 1-8), beschreibt Akin eine Lösungsidee, die darin besteht, 
16 und 1/4 aufeinander zu beziehen („Teiler machen“; Z. 9), und stellt fest, dass 
der Anteil zum vorgegebenen Teil 6 nicht 1/4 ist (Eine interpretative Unschärfe 
entsteht in dieser Szene durch die Wahl der Zahlen für die Aufgabenstellung, so 
dass nicht immer zu interpretieren ist, ob Akin die 1/4 mit 4 z. T. konzeptuell 
gleichsetzt. Diese Schwierigkeit zeigt sich auch in seiner schriftlichen Antwort 
und deren Erklärung in den nicht abgedruckten Zeilen 40-47). Anschließend 
führt er zur Begründung an, dass der zu 1/4 gehörende Teil von 16 ja 4 ist (Z. 10-
13; nicht vollständig abgedruckt). Simon findet eine andere Begründung indem 
er dreimal die 6 addiert und 18 erhält (Z. 14-18; nicht vollständig abgedruckt). 
Vermutlich betrachtet er die 6 als Teil und reproduziert diesen so oft, bis er bei 
einer Zahl angelangt ist, die größer als das vorgegebene Ganze 16, aber noch 
nicht so groß wie das Ganze für den Anteil 1/4 (d. h. 4 · 6) ist, um 16 als Ganzes 
zu widerlegen. Diese Idee greift Akin später auf (Z. 44).  
Beide Jungen verschriftlichen ihre Antworten (Z. 19-47, hier nicht abgedruckt) 
und Simon wendet sich im Anschluss der Frage aus der Aufgabenstellung zu, wie 
viel 1/4 von 16 Bonbons ist (Z. 47). Diese Frage hatte Akin bereits kurz zuvor 
betrachtet (Z. 40-44, hier nicht abgedruckt).  
 
Zeile 48-64: Was ist das Ganze zum Teil 6 und zum Anteil 1/4? 
Das Ganze zum Teil 6 und zum Anteil 1/4 bestimmen beide Jungen sehr schnell: 
Akin erläutert, dass er 6·4 gerechnet hat, da 1/4 ja sechs Bonbons sind. 
 
Zeile 65-125: Was ist das Ganze zum Anteil 1/8 und zum Teil 6? 

…  
67 A 1/8 von allen Bonbons, - 1/8. 6 mal 8. [geflüstert]
68 S Das ist schwer.
69 A 48 - häh, ich hab die Aufgabe irgendwie nicht verstanden. [liest vor] Wie viele 

Bonbons müssen beide haben, damit Oles 6 Bonbons - 1/8 von allen Bonbons 
wäre, also  

...  
73 A Irgendwas mit 3 - oder?
74 S [murmelt] 6 mal 8, 6 mal 8, 6 mal 8
75 A ja, äh 3
76 S 8, 16 [geflüstert]…
77 A 3, da muss 3 immer…
78 S …nein, das kann, hier sind ja schon, 1/4 sind ja schon 24 Stück. [zeigt auf die 

vorherige Aufgabe]  
79 A Ja , ja 24, 8, also wenn du…
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80 S …ach ja stimmt, ist ja weniger dann, ähm
81 A [murmelt etwas Unverständliches, vermutlich etwas mit 3] 
82 S [lacht] Wieso?
83 A Weil 3 mal 8 sind ja- 24 [zieht das Wort lang].
84 S Nein.
85 A Doch, 3 mal 8 sind 24.
86 S Ja doch; und dann, das waren 44 , 44
87 A …[unverständlich]
88 S 44
…  

 
Akin nennt nach dem Lesen der Aufgabenstellung (Z. 65-66) direkt die richtige 
Rechenoperation, mit der die Lösung berechnet werden kann (6 · 8; Z. 67), be-
rechnet das für die Aufgabe richtige Ergebnis 48, stutzt und meint, er hätte die 
Aufgabenstellung nicht richtig verstanden (Z. 69). Es könnte sein, dass diese 
Irritation durch den komplizierten Aufgabentext vielleicht auch in Kombination 
mit der im Vergleich zu 24 viel größeren Zahl 48 zu Stande kommt (Dass Akin 
hier die beiden Anteile 1/4 und 1/8 vergleicht und irritiert ist, dass er bei dem 
größeren Anteil das kleinere Ganze erhält, wäre prinzipiell auch denkbar, lässt 
sich aber nicht am Datenmaterial belegen.). In den hier nicht abgedruckten Zei-
len 70-72 folgt eine Klärung der Aufgabenstellung.  
Simon hat bisher anscheinend versucht, 6·8 zu bestimmen und hat zunächst Teile 
des Produkts berechnet bzw. schrittweise die 8 vervielfacht (vgl. Z. 74, 76). Er 
erhält als Lösung 44 (Z.86). Akin argumentiert mit 24, dem Ganzen zum Anteil 
1/4 und zum Teil 6 (z. B. in Z. 85). 
Insgesamt scheinen sich die Jungen in dieser Szene zwar aufeinander zu bezie-
hen, allerdings verfolgen sie unterschiedliche Strategien. Somit ist nach ca. zehn 
Minuten des Interviewausschnitts eine Situation erreicht, in der beide Schüler 
unterschiedliche, falsche Lösungen erhalten haben, was beim einen an der Inter-
pretation der Aufgabenstellung, beim anderen an einem Flüchtigkeitsfehler beim 
Rechnen zu liegen scheint. 
Nachdem beide Jungen ihre Lösung aufgeschrieben haben (Z. 89-94; hier nicht 
abgedruckt), erklären Simon und Akin, aufgefordert durch die Interviewerin, ihre 
Lösungen (Z. 95-125; hier nicht abgedruckt). Dabei werden sowohl Simons 
Rechenfehler als auch Akins Umdeutung der Konstellation sichtbar (Zeilen 108-
111 und 118 / 122). Simon erklärt seine Lösung, indem er auf die Struktur der 
zuvor bearbeiteten Aufgabe verweist (Z. 105-107). Beide Jungen einigen sich auf 
die Lösung 48 (Z. 108-111).  
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Zusammenfassung der Ergebnisse und Interpretation 
Simon und Akin nutzen in beiden Aufgabenteilen eine geeignete Rechenoperati-
on, um die Aufgaben zu lösen. So erhalten sie für jede der Aufgaben zum Be-
stimmen des Ganzen die richtige Bonbonanzahl, indem sie den Nenner des An-
teils mit der Anzahl der vorhandenen Bonbons multiplizieren. Zwar verrechnet 
sich Simon zunächst und Akin interpretiert zwischenzeitlich die Aufgabenstel-
lung um, jedoch scheint es sich hierbei nur um ein Versehen zu handeln. 

Nutzen interner Strukturen und operativer Strategien 
Simon nutzt interne Strukturen und operative Strategien, um seine Lösung zu 
begründen. So widerlegt er die 6 als 1/4 von 16 nicht durch die Berechnung des 
Anteils, den 6 von 16 darstellen würde, sondern durch ein Vervielfachen der 6 
(Z. 14-16): Er zeigt, dass 3 · 6 bereits größer als das vorgegebene Ganze ist und 
schließt daraus, dass 6 kein Viertel von 16 sein kann. Darüber hinaus kann er 
auch strukturelle Beziehungen zwischen Aufgaben herstellen, denn er erkennt die 
Parallelität der Aufgabenstellung für die Anteile 1/4 und 1/8 (Z. 105; hier nicht 
abgedruckt). 

Qualität des Ganzen  
Sprachlich lassen sich Hinweise finden, dass Simon z. T. das Wort „Ganzes“ 
doppelt zu verwenden scheint (Z. 59; nicht abgedruckt): Zum einen in einer eher 
alltagssprachlichen Verwendung im Sinne von „alles, was da ist“ und zum ande-
ren als mathematischen Fachausdruck für die Bezugsgröße. 
Akin scheint z. T. verschiedene Vorstellungen vom Ganzen und vom Anteil zu 
vermischen bzw. zu verbinden (Z. 7-9; nicht vollständig abgedruckt): Teilweise 
deutet seine Bearbeitung darauf hin, dass er den Teil 6, der sich in diesem Fall 
diskret aus Einheiten zusammensetzt, als eine Einheit interpretiert, die 1 von 4 
Stücken, d. h. 1/4 darstellt und sich damit in die ihm aus dem Unterricht bekann-
te kontinuierliche Vorstellung überführen lässt. In der Interviewsituation zur 
Bonbonaufgabe II ist diese Interpretation jedoch nicht hilfreich (vgl. die Analyse 
im Abschnitt 7.3.2). 

Wechsel der Konstellation 
Akin scheint auch die Aufgabenstellung auf eigene Weise im Hinblick auf die 
Elemente, die variiert werden sollen, zu deuten (Z. 73-99; nicht vollständig ab-
gedruckt). Dabei erscheint das Wechseln der Konstellation subtil – auch z. T. 
durch die Verbindung zweier Konstellationen in der ersten Teilaufgabe: Die 
Konstellation I, einen Teil vom Ganzen zu berechnen, überträgt Akin auch auf 
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die zweite Teilaufgabe, ohne den Strukturwechsel, der damit für die Aufgabe 
einhergeht, zu bemerken. Gleichwohl ist ihm – darauf aufmerksam gemacht – 
der Unterschied zwischen seiner berechneten Aufgabe und der vorgegebenen 
Aufgabe bewusst. Das einmal vorhandene Ganze 24 zusammen mit der Aufga-
benstellung, den Teil von einem Ganzen zu bestimmen, hat für ihn anscheinend 
eine starke Signalwirkung, so dass er den vorgegebenen Teil 6 in der Aufgaben-
stellung nach einem ersten Ansatz nicht weiter nutzt. 
Insgesamt meistern beide Schüler damit die ihnen gestellten Aufgaben erfolg-
reich. Ihre zwischenzeitlichen Schwierigkeiten lassen sich eher auf die Formulie-
rung der Aufgabenstellung bzw. die Art der Zahlen (6·8 scheint als Ergebnis 
zumindest für Simon nicht sicher auswendig verfügbar) zurück führen. 

7.3.2 Simon und Akin bearbeiten die Bonbonaufgabe II:  
Stammbruchganzes nehmen oder Verdoppeln (36:37 – 48:22)? 

Einordnung der Szene in das Gesamtinterview 
Dieser Interviewausschnitt hat die Bearbeitung der Bonbonaufgabe II zum In-
halt: Gegeben sind der Teil 6 und der Anteil 2/3; gesucht ist das Ganze. Dabei ist 
die Aufgabe etwas anders gestellt als Item 2c der Haupttest-Version und wird nur 
mündlich präsentiert: „Könnt ihr mal versuchen´ das rauszukriegen, wie viele 
Bonbons müssten das denn sein, wenn er 2/3 der Bonbons hätte.“ (Z.16).  
Die Bonbonaufgabe I (vgl. Abschnitt 7.3.1) haben Simon und Akin so souverän 
gelöst, dass sich die Interviewerin gegen Ende des Interviews nach der Bearbei-
tung weiterer Aufgaben dazu entscheidet, die für die Lernenden zum Zeitpunkt 
des Interviews inhaltlich unbekannte und im Vergleich schwere Bonbonaufgabe 
II zu stellen (vgl. Abschnitt 2.5.1 für eine Übersicht über die Interviewinhalte).  
Beide Jungen gelangen zu unterschiedlichen falschen Lösungen, nämlich 18 und 
36. Während 18 im Test eher häufig vorkam, trat 36 im schriftlichen Test seltener 
auf. Im Fall der Lösung 36 kann das Interview dazu dienen, eine inhaltliche 
Erklärungsbasis für die Lösung im Test zu bieten, die bei alleiniger Betrachtung 
der schriftlichen Dokumente zunächst als rein syntaktisch motiviert betrachtet 
werden könnte: Sie besteht darin, den Bruch in seine Komponenten getrennt mit 
dem Teil zu multiplizieren, d. h. es wird die Rechnung 6·3·2 durchgeführt. Dabei 
kann als erstes die Vermutung geäußert werden, dass Lernende, die so vorgehen, 
die Zahlen aus dem Text zusammen suchen und diese einfach irgendwie mitei-
nander kombinieren. Die Analyse dieses Interviews ergänzt diese Interpretation 
um die Interpretation des Zustandekommens über inhaltliche strukturelle Überle-
gungen. Der Test wiederum lässt Aussagen über die in einer größeren Gruppe 
vorkommende Häufigkeit dieser Lösung zu.  
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Gegen Ende des Interviews entwickelt Akin durch einen Hinweis der Interviewe-
rin eine weitere Lösung, indem er die sechs Bonbons intern strukturiert und diese 
Struktur nutzt. Allerdings wird bis zum Schluss keine Lösung für beide Jungen 
erreicht, auf die sie sich einigen und bei der sie sich sicher sind. 
Die hier betrachtete Episode, die den Abschluss des Interviews bildet, beginnt 
mit Zeile 1 bei 36:37 Minuten des Gesamtinterviews und umfasst fast 12 Minu-
ten.  
 
Zeile 1-31: Formulierung der ersten Lösung des Problems: 18 versus 36 

…  
14 I So wenn, ähm, da haben wir uns ja angeguckt, dass, der Ole ähm hat einmal 16 

ähm, hat 6 Orangenbonbons und jetzt haben wir ja überlegt, wie viele Bonbons 
müssen es sein, wenn er ein Viertel von allen Bonbons hätte, wie viel Bonbons 
müssten es sein, wenn es ein Achtel von allen Bonbons wäre. 

15 A Mhm
16 I Könnt ihr mal versuchen´ das rauszukriegen, wie viele Bonbons müssten das denn 

sein, wenn er 2/3 der Bonbons hätte. 
…  
29 A …Ach so! 6·3… 
30 S …36!
31 A Nein 6 · 3 sind - 18! [guckt zur Interviewerin]

 
Die Aufgabe wird von der Interviewerin (I) als eine Knobelaufgabe eingeführt, 
da Simon (S) und Akin (A) zu diesem Zeitpunkt noch keine systematischen un-
terrichtlichen Erfahrungen mit diskreten Ganzen gemacht haben und es sich um 
einen Nicht-Stammbruch handelt (Z. 1-14; nicht vollständig abgedruckt). Die 
Interviewerin knüpft an die zuvor bereits bearbeitete Bonbonaufgabe I an, bei der 
die vorgegebenen sechs Bonbons jeweils unterschiedliche Stammbruch-Anteile 
vom Ganzen darstellten (vgl. auch Abschnitt 7.3.1). Anschließend wird die neue 
Aufgabe gestellt, die darin besteht, die Gesamtbonbonanzahl für den Teil 6 und 
den Anteil 2/3 zu bestimmen.  
Wie schwierig die Konstellation III zu formulieren und zu begreifen ist, zeigt 
sich an der Länge des Prozesses, in dem die Interviewerin ihre zunächst unpräzi-
sen Formulierungen immer weiter ausschärft und die Jungen in mehreren Versu-
chen die Aufgabenstellung zu formulieren versuchen. Dieser Prozess ist in Z. 29 
abgeschlossen. 
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Formulierung einer Lösung 
Simon erhält 36 Bonbons für das Ganze und Akin 18 (Z. 30-31). Akin nutzt für 
seine Lösung nur den Nenner des Anteils und multipliziert diesen mit dem Teil 6. 
Er identifiziert somit die Struktur richtig und verwendet die 6 als Teil, nutzt als 
Anteil allerdings den zu 2/3 gehörigen Stammbruch. Einerseits erkennt Akin 
somit die Struktur der Aufgabe, d. h. dass hier der Teil vervielfältigt werden 
muss, um das Ganze zu erhalten. Andererseits nutzt er aber nicht alle Informatio-
nen, die in der Konstellation gegeben sind, da er den Zähler des Bruches 2/3 
nicht in seiner Rechnung berücksichtigt. 
Hier ist nicht erkennbar, ob Akin die für ihn neue Konstellation einfach in eine 
bereits bekannte überführt, d. h. die Situation vereinfacht, indem er sie strukturell 
abändert (z. B. weil er nicht weiß, was er mit dem Zähler des Anteils mathema-
tisch tun soll – wohl wissend, dass er die Lösung verändern müsste). Alternativ 
wäre es denkbar, dass Akin davon überzeugt ist, dass der Zähler die Lösung der 
Aufgabe nicht weiter beeinflusst. Im letztgenannten Fall würde er davon ausge-
hen, dass ein Ganzes für Drittel immer aus drei Teilen besteht und wenn ein Teil 
dieses Ganzen bekannt ist (unabhängig davon, ob er nun ein oder zwei Drittel 
vom Ganzen ausmacht), das Ganze immer über das dreifache Reproduzieren des 
Teils zu erhalten ist. An dieser Stelle ist eine entscheidende Hürde, zu erkennen, 
dass ein vorgegebener Teil, aus dem das Ganze reproduziert werden kann, auch 
eine nicht-elementare Einheit, d. h. ein Nicht-Stammbruch, sein kann. 
Es spricht im Hinblick auf den weiteren Verlauf des Interviews einiges dafür, 
dass sich Akin an dieser Stelle zwar der 2/3 in der Aufgabenstellung bewusst ist, 
diese jedoch zusammen mit der 6 als entsprechenden Teil nicht in Verbindung 
setzt. Simon wiederum strukturiert sich die Situation anders: Er erhält als Lösung 
36, die er im weiteren Interviewverlauf erklärt:  
 
Zeile 32-49: Simon erklärt seine Lösung 

32 S Und das Ganze 2 mal. [guckt zu Akin, der zu überlegen scheint]
33 I Müsst ihr mal überprüfen eure Lösungen. Ihr könnt ja mal gucken ob das hin-

kommt… 
34 S … [teilweise parallel zur Interviewerin, zeigt mit dem Stift auf Akins Blatt] Guck, weil 

er hat ja 2/3. - 1/3 wäre 18´ …. 
35 A … Das sind jetzt…
36 S … und 2/3 wären 36.
…  
48 S …Ich meine 36. [guckt zur Interviewerin]
49 A Ich meine 18. [guckt zur Interviewerin]
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Wie Simon mit den Zahlen aus der Aufgabenstellung zu seinem Ergebnis 36 
kommt, führt er wie folgt aus: Der Teil 6 wird mit dem Nenner und dem Zähler 
des Bruches multipliziert (Z. 32-36). Indem er so vorgeht, nutzt er im Gegensatz 
zu Akin alle in der Aufgabenstellung genannten Zahlen. Dabei verfolgt Simon 
allerdings anscheinend nicht das Ziel, die Zahlen der Aufgabenstellung lediglich 
„wild“ miteinander zu kombinieren nach dem Motto „Alles was in der Aufga-
benstellung steht, muss auch irgendwie genutzt werden.“: Im Gegenteil zeigt sich 
im Verlauf des Interviews, dass er mit dem Multiplizieren der 6 mit Zähler und 
Nenner durchaus inhaltliche Vorstellungen zu verbinden scheint, die etwas dar-
über aussagen, wie er die Beziehung zwischen dem Teil, dem Anteil und dem 
Ganzen denkt und strukturiert. So erhebt er sofort Einspruch gegen Akins Lö-
sung, der lediglich den Nenner mit dem Teil multipliziert: Das Ganze muss 
zweimal genommen werden (Z. 32). Ob Simon mit dem Wort „Ganzes“ die Lö-
sung von Akin umgangssprachlich bezeichnet oder ob er die 18 als ein Ganzes 
für 1/3 – in Abgrenzung zu dem Ganzen zu 2/3 – bezeichnet, lässt sich hier nicht 
eindeutig klären. Wie Simon inhaltlich auf diese Lösung kommt, präzisiert er 
weiter, nachdem die Interviewerin beide Jungen dazu auffordert, ihre unter-
schiedlichen Lösungen zu überprüfen (Z. 34-36). Simons Lösungsfindung kann 
als operatives Vorgehen beschrieben werden:  

Interpretation I: Verdoppeln 
Simon hat 18 als Ganzes zum Teil 6 und zum Anteil 1/3 identifiziert. Nun könnte 
er vom Anteil 1/3 auf den Anteil 2/3 operativ rückverändern wollen. Vergleicht er 
1/3 mit 2/3, so erhält er den einen Anteil aus dem anderen durch eine Verdopp-
lung.  
Aus der Erfahrung, dass die Verdopplung des Anteils bei gleichbleibendem Gan-
zen mit einer Verdopplung des Teils einhergeht (vgl. Abb. 7-6, links), schließt er 
fälschlich, dass die Verdopplung des Anteils bei gleichbleibendem Teil auch eine 
Verdopplung des Ganzen bewirkt (vgl. Abb. 7-6, rechts; alternativ könnte er 
daraus folgernd auch den Teil 6 zu 12 verdoppeln). Dieser Rückschluss erscheint 
durchaus plausibel, wenn er auch aus fachlicher Sicht nicht tragfähig ist. 

Interpretation II: 18 ist 1/3 (vom Ganzen) und 2/3 werden berechnet 
Andererseits könnte Simon hier im Blick haben, dass 18 selbst zu 1/3 von einem 
nicht näher bestimmten Ganzen wird. Damit würde er das einmal gefundene 
Ganze im Konstellationsdreieck auf die Stelle des Teils „verschieben“ und die 
Funktion der einzelnen Komponenten im Konstellationsdreieck verändern. 
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Damit würde er die Aufgabe, die ihm gestellt wurde, uminterpretieren und unter-
schiedliche Konstellationen miteinander in Beziehung setzen. Eine Argumentati-
on könnte dann etwa so aussehen: 

1. 6 ist 1/3, also ist das Ganze zu 1/3 ja 18. 
2. 18 besteht aus Dritteln, also kann man für 18 auch 1/3 sagen (sprachli-

ches Gleichsetzen von Anteil und Ganzem zum Anteil; „pars pro toto“) 
3.  2/3 sind aber gegeben, also muss der Anteil 1/3 noch mal verdoppelt 

werden. Da 18 zu 1/3 gehört, muss man für 2/3, den Teil doppelt neh-
men und erhält für 2/3 demnach 36. Das Ganze (das hier aber für die Si-
tuation nur implizit interessiert, da 2/3 in der Aufgabenstellung steht) 
wäre, da noch 1/3 zum Ganzen fehlt, 54. 

 

                   
Abb. 7-6: Interpretation I 

 

                     
Abb. 7-7: Interpretation II 

 
Für Interpretation II (vgl. Abb. 7-7) spricht eher Simons weitere Argumentation: 
„…und 2/3 wären 36.“ (Z. 36). Hier hat Simon die 6 als Drittel vermutlich nicht 
mehr in seinem Fokus, sondern nutzt die berechneten 18 als einen Teil von drei-
en, die das gesuchte Ganze produzieren. Da in der Aufgabenstellung nicht 1/3, 
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sondern 2/3 vorkommen, muss auch das „1/3-Ganze“ zweimal genommen wer-
den.  
Dieser Deutung widerspricht jedoch seine Erklärung im späteren Verlauf des 
Interviews (vgl. Z. 80): Dort ändert er den gegebenen Teil von 6 in 12 ab, was für 
die Verdoppelungsstrategie spricht (vgl. Interpretation I). 
Hier ist schlussendlich nicht ganz klar, welche Argumentation er genau vor-
nimmt. Da Simon bereits zuvor den Begriff „das Ganze“ in verschiedenen Funk-
tionen gebraucht hat (vgl. z. B. die Bonbonaufgabe I), kann keine endgültige 
Aussage getroffen werden. 

Bedeutung von Anteil, Zähler und Nenner 
Im weiteren Verlauf des Interviews versichert sich Akin, der noch nicht von 
dieser Lösung überzeugt scheint, bei der Interviewerin über die Bedeutung der 
Zahlen in einem Bruch (Z. 37-47; hier nicht abgedruckt). In diesem Abschnitt 
wird deutlich, dass er den Bruch in einer für ihn bekannten außermathematischen 
Situation mit einem / mehreren kontinuierlichen Ganzen zu deuten versucht und 
die 2 im Zähler lediglich mit der 3 im Nenner, aber nicht mit dem Teil 6 oder 
dem gesuchten Ganzen in einen Zusammenhang bringt: Die Schülerinnen und 
Schüler dieser Klasse hatten im Unterricht zuvor den Bruch als Teil eines konti-
nuierlichen Ganzen bzw. als Teil mehrerer kontinuierlicher Ganzer als Ergebnis 
von Verteilungssituationen kennen gelernt. Auf die letztgenannte Situation refe-
riert seine Gleichsetzung des Nenners mit Personen (zur Bruchrechnung mit 
Pizza-Verteilungssituationen vergleiche z. B. Streefland 1986 und Winter 1999). 
Dabei besteht in dieser Konstellation auch noch die zusätzliche Schwierigkeit, 
dass das Ganze nicht gegeben ist. Zur Lösung der vorliegenden Aufgabe muss 
jedoch der Anteil multiplikativ auf das Ganze bezogen werden, d. h. es handelt 
sich nicht mehr um einen Bruch als Ergebnis einer Verteilungssituation, bei dem 
der Zähler selbst als das relevante Ganze interpretiert werden kann.  
Die Idee des Verteilens verfolgt Akin auch im weiteren Verlauf des Interviews. 
 
Zeile 50-63: Überprüfung der unterschiedlichen Lösungen mit Bildern  
Die Interviewerin fordert Simon und Akin auf, ihre Lösungen zu überprüfen 
(Z. 50-52). Eine Schwierigkeit der Situation besteht darin, dass die Interviewerin 
in Z. 55 auf Simons Frage zum Arbeitsauftrag reagiert, aber Akin dadurch auch 
gleichzeitig seine unmittelbar zuvor gestellte Frage, ob sich in dieser Aufgabe 
drei Leute ein Ganzes teilen sollen, als positiv beantwortet zu sehen scheint, 
denn er bekräftigt das Teilen durch 3 Leute. 
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Beide Jungen fertigen Zeichnungen für ihre Lösungen an: Simon beginnt damit, 
36 „Bonbons“ in zwei Reihen zu zeichnen (diese beinhalten einmal 20 und ein-
mal 16 Bonbons). Im weiteren Verlauf des Interviews versucht er, diese 36 Bon-
bons intern zu strukturieren. Akin zeichnet zunächst eine „Bonbongruppe“ mit 
sechs Bonbons und erhält daraus 18 als 3/3, d. h. als aus drei 6er-Gruppen zu-
sammengesetzt. Dabei ist bemerkenswert, dass er beim Durchzählen und Zeich-
nen der Bonbons 6 als 1/3 bezeichnet und auch 2/3 explizit als zwei 6er „Bon-
bonhaufen“ markiert, obgleich in der Aufgabenstellung 6 als 2/3 vorgegeben ist. 
Diesen Widerspruch zwischen seiner Lösung und den Vorgaben aus der Aufga-
benstellung scheint er allerdings nicht zu bemerken oder zu beachten. 
 
Zeile 64-72: Strukturieren der Bilder 

64 I Mhm. Mal eben warten 
65 A [guckt auf Simons Zeichnung; überrascht / beeindruckt, lacht; Simon und die Inter-

viewerin lachen auch] Oha!  
66 S [beendet seine Zeichnung] So. Fertig.

67 I Ganz viele Bonbons.
68 S Nein jetzt hab ich wieder´. Nein, doch. Ich meine – dieses, dieses, dieses … [Simon 

beginnt dabei damit, die ersten 18 Bonbons in seiner Zeichnung zu färben.]  

69 A [parallel zu Simon, der die Bonbons mit „dieses“ durchzählt] …Ich hab´s jetzt schon 
aufgeteilt.  

70 S dieses, dieses …
71 
 

A [zu Simon] Und dieses. [Beginnt mit dunkelblauen Punkten die ersten sechs Bon-
bons zu markieren]  

 
72 S Zwei, vier, sechs, – acht – zehn – zwölf – [zählt beim Markieren der Bonbons leise 

weiter in Zweierschritten durch] [wieder lauter] 18. Das wäre - 1 /3 von dem Ganzen 
glaube ich. [gedehnt; umrandet die ersten 18 Bonbons] 

 
Simon überarbeitet seine Zeichnung, indem er die ersten 18 Bonbons markiert 
(Z. 68). Diese bezeichnet er im Folgenden als „1 /3 von dem Ganzen“ (Z. 72). 
Dabei scheint er selbst noch unsicher über die Richtigkeit seiner Lösung zu sein 
(gedehntes „glaube ich“ in Z. 72). Eventuell kann auch die Bemerkung der In-
terviewerin in Z. 67 („Ganz viele Bonbons“) mit der sie spontan auf die Überra-
schung von Akin reagiert, Simon irritieren. 
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Akin überarbeitet seine Zeichnung ebenfalls und markiert die erste 6er Bonbon-
gruppe. Vermutlich steckt dahinter die Idee, die Zahl 6 aus der Aufgabenstellung 
in seiner Zeichnung nachzuweisen und diese als zugrunde liegende Struktur 
hervor zu heben. Darauf könnte auch seine zuvor gemachte Erklärung in Z. 69 
abzielen. 
 
Zeile 73-86: Simon erklärt seine Lösung 

…  
78 S Nein, weil guck mal Akin, er hat ja 6 Bonbons.
79 A ja
80 S Und das Ganze hat er ja 2 mal, also er hat ja 12 Bonbons schon mal.
81 A ja
82 S Weil er hat ja 2/3 und…
83 A … [teilweise gleichzeitig mit Simon] ja also zwölf, hier, das sind die 12 [hält mit einer 

Hand die dritte Bonbongruppe auf seiner Zeichnung zu und zeigt auf die restlichen 
zwei mal 6 Bonbons] hier… 

84 S …Nein ich weiß nicht wie ich das erklären soll…
85 A …Na erklär doch.
86 S Muss eigentlich 6· 6 rechnen. Weil 6 Bonbons - mal - 6 Bonbons. [Pause, 2 sec, 

lacht] Ich weiß nicht. 
 
Nachdem Akin Simons Lösung ablehnt (in den nicht abgedruckten Zeilen 73-77 
entsteht ein Hin- und Her zwischen den beiden), erklärt Simon seine gezeichnete 
Lösung: Ole hat seinen Teil der sechs Bonbons (er nennt ihn „das Ganze“) 
zweimal, also müssen insgesamt schon 12 Bonbons da sein (Z. 80). Hier ändert 
er die gegebene Konstellation ab, indem er den Teil 6, der ursprünglich auf den 
Anteil 2/3 bezogen war, als Teil auf den Anteil 1/3 bezieht. Er fokussiert in die-
sem Moment beide Zahlen aus der Aufgabenstellung und versucht sie miteinan-
der in Beziehung zu bringen. Die 2/3 stecken dabei in dem „Und das Ganze hat 
er ja 2 mal“ (Z.80; vgl. Abb. 7-8).  
Auch an dieser Stelle stimmt Akin seiner Argumentation noch zu, da sie sich mit 
seiner Lösung in Einklang bringen lässt (Z. 81): In seiner Zeichnung mit den drei 
6er Bonbongruppen lassen sich auch sowohl die 6 als auch die 2/3 und die 12 
ablesen (vgl. auch Z. 83). 
Nun greift Simon zu einer rechnerischen Begründung seiner Lösung und stellt 
sie als ein Vielfaches von 6 dar: „Muss eigentlich 6·6 rechnen. Weil 6 Bonbons – 
mal – 6 Bonbons. [Pause, 2 sec, lacht] Ich weiß nicht.“ (Z. 86). Die Begründung 
für diese Rechnung liefert er wenig später in Z. 93. 
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Abb. 7-8: „Und das Ganze hat er ja 2 mal, also er hat ja 12 Bonbons schon mal“ 

 
Zeile 87-92: Es können nicht mehr als 6 Bonbons sein 

87 I Mh, wenn ihr noch mal an den Kuchen denkt…
88 A … Aber ähm wenn er jetzt so macht, dann kriegt er ja immer mehr dazu. Obwohl er 

ja immer nur 6 behalten darf. - Eigentlich [unverständlich]. [guckt Simon an] [Pause, 
2 sec] Er hat doch 6. Wie kann er auf einmal mehr haben? - [guckt zur Interviewe-
rin, dann wieder zu Simon] Das geht ja nicht. - Deswegen könnten nur 12 sein 
oder… 

89 S …Weil guck mal. Wir haben das ja hier haben wir das ja auch so gerechnet. Die-
ses, das hier [zeigt auf das Blatt mit der Bonbonaufgabe mit den sechs Bonbons, 
die 1/8 sind] 6 • 8 haben wir ja hier auch gerechnet, …  

90 A …ja…
91 S …ne?
92 A Und hier sind´s 6•3. [zeigt auf sein Blatt, wo er die drei Päckchen zu je sechs Bon-

bons gezeichnet hat] 
 
Akin führt nun an, was ihn an Simons Lösung stört: Wenn man die Aufgabe wie 
Simon löst, bekommt Ole immer mehr Bonbons dazu, d. h. sein Teil wird größer 
(Z. 88). In dieser Aussage steckt ein scheinbarer Widerspruch zu seiner eigenen 
Lösung, bei der 2/3 ebenfalls mehr als 6 Bonbons sind. 
So könnte es sein, dass Akin die Struktur der sechs Bonbons im Zusammenhang 
mit „Dritteln“ als die entscheidende Struktur interpretiert: In seiner Zeichnung 
besteht jedes Drittel aus sechs Bonbons. Würden mehr Bonbons für das Ganze 
angenommen werden, so würde dies im Sinne operativer Vorgehensweisen bei 
Erhalt der Bedingung „Das Ganze wird in Drittel zerlegt“ die Größe des Teils 
beeinflussen (vgl. Abb. 7-9). Damit scheint Akin auf den Erhalt der Größe eines 
Drittels zu schauen. Es könnte auch sein, dass Akin das Ganze für die Aufgaben-
stellung hier nicht mehr als 18 sieht, sondern als 12 (also die 2/3 seines zuvor 
berechneten Ganzen). Dafür würde seine Äußerung „Deswegen könnten nur 12 
sein […]“ (Z. 88) sprechen.  
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Simon hingegen scheint eine andere Strukturierung der Konstellation im Blick zu 
haben: Er verweist auf die analoge Aufgabe mit dem Stammbruch 1/8 und die 
Rechnung 6 · 8, wobei er ihre Parallelität herausstellt (Z. 89). Seine Idee, die 
Akin abzulehnen scheint, führt er im weiteren Verlauf des Interviews aus. 
 

         

 
Abb. 7-9: Vergrößern des Ganzen und Beibehalten des Anteils vergrößert den Teil 

 
Zeile 93-144: 2/3 ist so viel wie 1/6 

93 S Nein, 6 · 6, weil - er hat ja 2 /3 [zeigt beim Sprechen erst auf den Zähler des Bruchs 
2/3 und dann auf den Nenner] und 2/3 wäre ja – glaube [gedehnt] ich so viel wie 1 
Sechstel.  

94 A [lehnt sich seitlich nach hinten] Nein. 
…  

 
Simon erklärt seine Rechnung 6·6, indem er den zweiten Faktor 6, mit den Drit-
teln in Verbindung bringt: 2/3 sind so viel wie 1/6 (Z. 93). 
Diese Ableitung des Ergebnisses kann wiederum durch eine operative Vorge-
hensweise zu Stande gekommen sein: Bisher hat Simon als Lösung der Aufgabe 
immer die Rechnung (6·3)·2 ausgeführt (vgl. z. B. Z. 34, 36). In Z. 86 hat er 
zwar bereits die Rechnung 6·6 erwähnt, hier stellt er nun aber explizit die Identi-
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tät von 2/3 und 1/6 her: Das Multiplizieren des Teils 6 zunächst mit der 3 und 
anschließend mit der 2 erzeugt dasselbe Ganze, wie das direkte Multiplizieren 
der 6 mit dem Ergebnis des Produktes 3 · 2. Das Produkt 3 · 2 wiederum steht 
für Simon im direkten Zusammenhang mit dem Anteil 2/3: Er berechnet das 
Ganze zum Anteil 2/3 und zum Teil 6 über eine Multiplikation des Teils mit 
Zähler und Nenner. In den zuvor berechneten Aufgaben mit Stammbrüchen wur-
de nun das Ganze berechenbar, indem der Teil mit dem Nenner des Anteils mul-
tipliziert wurde. Da 2 · 3 = 6 ist und 6 · 6 die Berechnungsvorschrift für das 
Ganze zum Teil 6 und den Anteil 1/6 wäre, folgert er daraus vermutlich, dass die 
Identität 2/3 = 1/6 gilt (vgl. Abb. 7-10). Diese Ableitung nutzt er hier kurz, stutzt 
dann aber selbst (Er leitet die Äquivalenz nur zögernd ab: „[…] glaube [ge-
dehnt] ich […]“ (Z. 93) und etwas später „Ich weiß nicht.“ (Z. 97; nicht abge-
druckt)). Diese Erklärung überzeugt auch Akin nicht (Z. 94).  
 

            
 

 
Abb. 7-10: Operative Identitätsherstellung von 2/3 und 1/6 

 
An dieser Stelle des Gespräches ist nach etwa neun Minuten des Gesamtaus-
schnitts des Interviews erneut eine Patt-Situation erreicht, denn keiner der Jun-
gen ist von der Lösung des anderen überzeugt, beharrt aber auf seiner eigenen. 
So weist Akin in seiner Zeichnung sowohl den Teil 6 als 1/3 vom Ganzen als 
auch den Anteil 2/3 als 12 nach und betont die Unveränderlichkeit des Teil 6 (Z. 
110-144; nicht abgedruckt). 
 
Zeile 145-180: Strukturierung der 6 in Drittel 

...  
151  I Das sind jetzt von 6 Bonbons 2/3? 

A B 

C 
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…  
176 A Also zum Beispiel das sind ja jetzt hier wenn ich 1/3´ - ähm von 6 zeichnen würde, 

also 1/3 von 6 … 
177 S [leise] … Das ist zu schwer…
178 A …dann ist das jetzt so [umrandet die 2 hinteren Bonbons der unteren Reihe der 

ersten Bonbongruppe auf seinem Blatt in hellblau] 2/3 sind die hier [umrandet die 
erste Spalte der Bonbongruppe] und 3/3 ist das hier [umrandet die restlichen zwei 
Bonbons aus dieser Gruppe] 

179 I Mhm
180 A von 6 - ja.

 
Anders als bei der letzten Patt-Situation ergreift nun Simon das Wort: So identi-
fiziert er Akins gezeichneten Bonbons als 1/3 (Z. 145; hier nicht abgedruckt). 
Das wäre im Einklang mit der bereits an anderer Stelle in diesem Interview be-
schriebenen Hypothese, dass Simon das Ganze zu 1/3 mit 1/3 gleichsetzt. Ande-
rerseits könnte er auch so seine Lösung 36 plausibel machen: Sind die 18 ge-
zeichneten Bonbons 1/3, dann wären 36 Bonbons doppelt so viel, d. h. 2/3.  
Im Folgenden versuchen Simon und Akin, 2/3 von 6 zu bestimmen. Dabei halten 
sie sich eine ganze Weile damit auf, 1/3 von 6 zu berechnen (Z. 159-175; nicht 
abgedruckt).  
Im Anschluss zeichnet Akin 1/3 von 6 korrekt in seiner Zeichnung mit den drei 
6er-Gruppen ein. Diese Struktur ergänzt er durch das Markieren aller Drittel. 
 
Zeile 181-203: Neue Strukturierung der 6 

181 I Und wenn die 6 jetzt 2 /3 sind? Nützt dir das was mit der Einteilung?
182 A [Pause, 4 sec] Irgendwie schon. Dann kann das 9 sein. Also
183 I Was, das Ganze oder was könnte 9 sein?
184 A Also der geht jetzt - weil das geht 2/3 und das sind ja 6 und 6 kann man ja teilen. 
185 I Wie würdest du das teilen?
186 A Ja durch 3. Hier durch [will noch etwas in der Zeichnung ergänzen; stutzt] 
187 I Sonst mal das noch mal neu hin eben.
188 A [Beginnt eine neue Zeichnung: Zeichnet zwei horizontale Reihen 

Bonbons übereinander] [nach jeder Reihe] So - so.   
189 I Mhm
190 A Also, eigentlich. 6, von 6 - das diese 6 sind ja jetzt 1/3 ja und dann 

wenn ich dann noch mal 3 mache äh [zeichnet eine vertikale Reihe mit 
drei Bonbons dazu] dann ist das eigentlich… 

 

191 S [verfolgt, was Akin macht] Ja, ja? Mach doch noch mal 3 und noch mal 3… [lachen 
beide] und noch mal 3… [z. T. gleichzeitig mit Interviewerin] 
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192 I …und jetzt?
193 A Ja, eigentlich sind das jetzt also die 6, also die also 6 sind ja 2/3 von der ganzen 

Aufgabe. 
194 I Mhm
195 A Ja – und 3/3 können ja nur 9 sein, weil – man kann ja. Ich weiß, ich weiß jetzt nicht, 

wie ich das erklären soll. Ich kann das schlecht erklären. 
196 I Aber du bist jetzt bei 9 als Ergebnis? Oder…
197 A … also – also wenn man – ich weiß jetzt nicht, ich bin durcheinander! 
198 I Ok, ähm, dann können wir hier jetzt auch Schluss machen. Die Aufgabe ist auch 

wirklich knifflig. 
…  

 
Nachdem Simon und Akin sich mit der Frage auseinander gesetzt haben, was 1/3 
bzw. 2/3 von 6 ist, stellt die Interviewerin die Frage, was passiert, wenn 6 jetzt 
selbst 2/3 ist und ob Akins zuvor ausgeführte Idee der Strukturierung der 6 ihm 
bei der Lösung helfen könnte (Z. 181). Damit verändert sie die Struktur, die die 
Jungen bearbeitet haben, denn 6 wird nicht mehr als Ganzes, sondern als der das 
Ganze erzeugende Teil behandelt, so wie es auch der Struktur der Aufgabenstel-
lung entspricht.  
Auf diesen Impuls reagiert Akin nach einer kurzen Pause, indem er die richtige 
Lösung 9 (Z. 182) und als Erklärung die Teilbarkeit von 6 nennt (Z. 184). Auf 
die Frage der Interviewerin, wodurch er teilen würde, gibt Akin 3 an, (Der weite-
re Verlauf des Interviews spricht dafür, dass er eigentlich meint, die 6 in Dreier-
gruppen einzuteilen): Nach dem Rat der Interviewerin, die Zeichnung noch ein-
mal neu anzufertigen (Z. 187), zeichnet Akin zwei Reihen mit je drei „Bonbons“ 
übereinander (Z. 188). Die Schnelligkeit, mit der er auf den Hinweis der Inter-
viewerin zum Strukturieren der Zeichnung mit der korrekten Antwort 9 reagiert, 
bestärkt die Deutung, dass sich Akin zuvor mit „durch 3“ teilen versprochen hat 
und eigentlich „zu jeweils 3 aufteilen“ meinte. Eventuell denkt er aber auch von 
zwei Seiten des Problems aus: Einmal von der vorgegebenen 6, die er auch 
zeichnerisch repräsentiert vor sich liegen hat und einmal von der durch Überle-
gungen erhaltenen 9.  
Auch wenn Akin in Z. 190 wiederum formuliert, dass die 6 nun 1/3 ist, scheint 
die weitere Folge seiner Erklärung darauf hinzudeuten, dass er die 6 als zerlegt in 
(nicht genannte zwei) Drittel denkt, denn im nächsten Moment ergänzt er drei 
weitere Bonbons (Z. 190) und erläutert dann, dass die 6 ja 2/3 „von der Aufga-
be“ ist (Z. 193, 195; vgl. Abb. 7-11). Diese Erläuterung ist eine plausible Erklä-
rung der Lösung 9 für die Aufgabe. Allerdings scheint Akin von dieser Lösung 
bzw. Erklärung nicht wirklich überzeugt: Darauf deuten sowohl seine Wortwahl 
(„eigentlich“, Z. 190, 193) als auch die Tatsache hin, dass er angibt, die Lösung 
letztendlich nicht erklären zu können (Z. 195). Der Hinweis der Interviewerin 
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auf die Strukturierung der 6 bewirkt damit, dass sich Akin die Konstellation neu 
strukturiert und aus der Veränderung der Struktur auf die Konsequenz schließen 
kann (es ergibt sich die 9 als Ganzes). Allerdings ist er sich nach den langen und 
unterschiedlichen Strukturierungen nicht sicher, ob diese neue Strukturierung 
nun stimmt.  
 

  
Abb. 7-11: Wie nutzt die Strukturierung der 6? 

 
Letztendlich ergibt sich für die Jungen kein festes Endergebnis: Beide erkundi-
gen sich zum Schluss nach der richtigen Lösung (Z. 199-203; nicht abgedruckt).  
 
Zusammenfassung der Ergebnisse und Interpretation 
Insgesamt zeigt dieser Interviewausschnitt, dass die mit der Aufgabe dargebotene 
Konstellation komplex ist (allerdings nicht nur für Lernende, die sich diesen 
Inhalt erst erarbeiten, vgl. Abschnitt 7.2).  

Nutzen des Stammbruchs 
Die Präsenz des Nicht-Stammbruchs anstelle des Stammbruchs bewirkt, dass 
Strategien, die zuvor durchführbar waren, nun nicht mehr greifen. So erhält Akin 
über die bisher erfolgreiche Strategie des Multiplizierens des Teils mit dem Nen-
ner des Anteils hier nicht das richtige Ganze. Er scheint allerdings zunächst mit 
seinem Ergebnis zufrieden, vermutlich da er es auf die zuvor bearbeiteten Kons-
tellationen zurückführen kann (vgl. 7.3.1). 
Hier ist neben der Identifizierung der gleichartigen Struktur (bei beiden Bonbon-
aufgaben handelt es sich um Konstellation III) auch das Erfassen der unter-
schiedlichen Funktionsweise des Anteils innerhalb der Konstellation entschei-
dend. Den ersten Schritt führt Akin durch, den zweiten Schritt geht er nicht: Er 
identifiziert mit dem Nicht-Stammbruch innerhalb des Stammbruch-Ganzen 
interne Strukturen. 



244 7 Vorstellungen und Strukturierungen beim Bestimmen des Ganzen 

Mit dem Zähler multiplizieren 
Simon passt seine zuvor für den Stammbruch genutzte Strategie an, indem er den 
Zähler ungleich 1 mit in seine Rechnung einbezieht. Dabei verfährt er bei dieser 
Operation nicht willkürlich, sondern nutzt operative Vorgehensweisen. So stellt 
er z. B. auch kurzzeitig die Identität von 1/6 und 2/3 her. 
Diese Vorgehensweisen führen ihn allerdings nicht zum richtigen Ergebnis, da er 
die Richtung der Veränderung gleichsinnig annimmt und sich dabei vermutlich 
an einem Teil-Anteil-Ganzes-System orientiert, bei dem das Ganze fest vorgege-
ben ist (etwa der Überzeugung folgend „Ein doppelt so großer Anteil bedeutet 
einen doppelt so großen Teil (vom selben Ganzen)“). Diese Einsicht scheint er 
auf das gesuchte Ganze zu übertragen. 
Dabei handelt es sich bei seiner Lösung für das Ganze im Vergleich zu dem von 
Akin um eine im Test seltener vorkommende Mathematisierung: Die Idee, den 
Zähler in die Berechnung des Ganzen einzubeziehen, verfolgen sowohl im Test 
als auch in den Interviewsituationen einzelne Lernende (vgl. Abschnitt 7.2.2). 
Die Schwierigkeit, die beim Übergang vom Stammbruch zum Nicht-
Stammbruch entsteht, ist, dass eine Multiplikation oder Division mit der 1 nichts 
an dem Ergebnis selbst ändert, dieselbe Operation mit einer Zahl ungleich 1 aber 
schon. Daher wird hier ein explizites Reflektieren über die Funktion des Zählers 
für das Ganze notwendig. Akin scheint diese Anforderung für sich zu lösen, 
indem er den Zähler nicht für die Konstruktion des Ganzen nutzt, sondern ihn 
erst im Anschluss in seinem konstruierten Ganzen rückinterpretiert.  
Die „subtile“ 1 im Zähler von Stammbrüchen thematisieren auch Miriam (M) 
und Fatima (F) in einem Interview zur Bonbonaufgabe II (Interview I-7). Sie 
nutzen dabei eine Begründung für die Multiplikation mit dem Zähler, die die 
Gleichartigkeit des Kalküls zur Bonbonaufgabe I und nicht interne Größenrelati-
onen von Teil, Anteil und Ganzem im Vergleich von Stammbruch und Nicht-
Stammbruch fokussiert: 

21 F Ich glaub 6 mal 3 und das dann noch mal 2, oder?
22 F, M [beide lachen]
23 M Ja, aber da ham wir - ja bei dem 1/4 und bei dem 1/6 ham wir die 1 weggelassen 

- aber hier sind ja 2… 
24 F …ja aber das wär ja auch [tippt mit dem Stift auf den Zettel von der vorherigen 

Aufgabe] - das wär ja dann ja auch - das sind ja 8 - hier haben wir ja auch - 6 
mal 8 gemacht und das warn ja 41, 41 mal 1 das wären ja auch 41, deswegen… 
[tippt dabei regelmäßig auf das Blatt der vorherigen Aufgabe] 

25 M …mhm stimmt…
26 F …deswegen hab ich 6 mal 3 und das dann nochmal das mal 2.

Miriam und Fatima scheint bewusst zu sein, dass sie den Zähler mit in die Rech-
nung einbeziehen müssen und dass beide Aufgaben – die mit dem Anteil 2/3 und 
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mit dem Anteil 1/8 (sie reden von 1/6, da sie hier kurzfristig die Rolle der 8 und 
der 6 in der Aufgabe „1/8 sind 6 Bonbons“ tauschen) – eine Parallelität aufwei-
sen. Diese Parallelität übertragen sie nun auch auf den Lösungsweg. Für den 
Zähler 1 ergab sich allerdings keine Notwendigkeit, diesen mit in die Rechnung 
einzubeziehen, so dass er hier erst im Nachhinein bei der von der Konstellation 
her strukturgleichen Aufgabe gedeutet wird (Z. 23; Miriam und Fatima haben 
sich lediglich bei dem Produkt 6 · 8 verrechnet). Dabei ist das Entscheidende, 
dass dort eine Division durch den Zähler dieselbe Konsequenz wie eine Multi-
plikation mit dem Zähler hat, so dass ein in dieser Hinsicht nur begrenzt tragfä-
higer Ansatz in der Bonbonaufgabe I nicht bemerkt werden muss. 
So zeigt sich in den Prozessanalysen, dass Lernende für die Interpretation des 
Zählers und dessen Nutzen für die Strukturierung der Konstellation verschiedene 
Kriterien und Orientierungspunkte heranziehen. Während Simon den Zähler auf 
das gesamte Teil-Anteil-Ganzes-System im Nachhinein zur Generierung eines 
neuen Systems heranzieht und dabei verschiedene Systeme zu vergleichen 
scheint, interpretiert Akin ihn als strukturimmanenten Teil eines aus dem 
Stammbruch generierten Systems. Miriam und Fatima wiederum deuten den 
Zähler eher auf der Kalkülebene, indem sie die (nachträglich thematisierte) Ope-
ration für den Stammbruch auf den Nicht-Stammbruch übertragen. 
So werden z. T. zwar dieselben Ergebnisse generiert; die Begründungen und 
Deutungen können dabei aber auf unterschiedlichen Ebenen verortet sein. Das 
Wissen um diese unterschiedlichen Bezugnahmen und Deutungen ist wichtig im 
Hinblick auf mögliche Förderimpulse, denn die Schwierigkeiten z. B. dieser 
zwei Interviewpaare sind konzeptionell ganz unterschiedlich gelagert. 

Der Anteil als „abgeschlossenes Teil-Ganzes-System“ 
Neben der Schwierigkeit der Bestimmung des Ganzen, ist die Deutung des Zäh-
lers zumindest für Akin kurzfristig deshalb schwierig, weil er den Anteil vor dem 
Hintergrund einer anderen Vorstellung von Bruch zu deuten scheint: Interpretiert 
man den Anteil nicht relativ in Bezug auf ein neues Ganzes, sondern als Ergebnis 
eines Verteilungsvorganges, so ist die Rekonstruktion des Ganzen schwierig. 
Vielleicht ist dies auch ein Grund dafür, dass Akin zum Stammbruch wechselt, 
für den er gut ein Ganzes bestimmen kann, und in diesem Kontext die 2/3 rück-
interpretiert. Dieses Problem erleben auch andere Lernende, wie sich z. B. auch 
im bereits erwähnten Interview mit Miriam und Fatima an anderer Stelle zeigt.  
Die Beispiele zeigen deutlich, dass es für Lernende nicht selbstverständlich ist, 
eine jeweils der zu mathematisierenden Situation angemessene Grundvorstellung 
zu aktivieren oder sie auf die Situation anzuwenden: Die Identifikation und In-
terpretation des Ganzen etwa im Hinblick auf dessen Qualität sowie die weiteren 
Eigenschaften der Konstellation und deren Interpretation sind entscheidend für 
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eine erfolgreiche Bearbeitung. Dabei sind diese Strukturierungsleistungen auf 
einer Ebene unterhalb der Grundvorstellungen als komplexe Konstrukte verortet 
(vgl. auch Abschnitt 1.2.2). 

Strukturierung der Konstellation über Bilder 
Der Strukturierung der Bilder, die Akin während des Bearbeitungsprozesses 
anfertigt, kommt gegen Ende des Interviews eine entscheidende Bedeutung zu: 
Strukturiert Akin zunächst auch bei seinen Rechnungen immer mit Hilfe des 
Nenners, kann er unter Bezugnahme auf seine Zeichnung und mit dem Impuls 
der Interviewerin schließlich eine weitere Strukturierung vornehmen, indem er 
den Zähler des Anteils nutzt. Dies führt ihn so zum mathematisch richtigen Er-
gebnis für das Ganze. Allerdings bleibt nach den vielfältigen Strukturierungen, 
die Akin zuvor bereits vorgenommen hatte, auch diese ambivalent. Generell 
scheint jedoch die Strukturierung über Bilder ein geeignetes Hilfsmittel zu sein, 
sich neue und komplexe Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem zu 
erschließen und diese zu überprüfen (vgl. auch Abschnitt 7.2.2).  
Der Test relativiert diese Aussage jedoch insofern, als insgesamt nur sehr wenige 
Bilder angefertigt wurden und auch diese nicht immer mathematisch hilfreich 
sind. So garantiert die Aufforderung alleine, ein Bild anzufertigen, noch keine 
erfolgreiche Strukturierung einer Konstellation. 
Insgesamt zeigt sich an diesem Prozess, dass Simon und Akin wesentliche As-
pekte der Konstellation berücksichtigen. 

7.3.3 Laura und Melanie bearbeiten die Bonbonaufgabe I:  
Einheiten bilden (0:41 – 7:01) 

Einordnung der Szene in das Gesamtinterview 
Die folgende Szene zur Bonbonaufgabe I (vgl. Abb. 7-12), die mit Zeile 1 bei 
0:41 Minuten des Gesamtinterviews einsetzt, steht ganz zu Beginn des Inter-
views mit Laura (L) und Melanie (M) (vgl. die Übersicht in Abschnitt 2.5.1).  
Beide Mädchen bewerten in einem ersten Schritt – obgleich dies kein 
intendierter Inhalt der Aufgabenstellung ist – die Verteilungssituation der 
Bonbons im Hinblick auf gerechtes Teilen. Die Aufgabe lösen sie anschließend 
korrekt und sicher in insgesamt weniger als sieben Minuten und nutzen dabei 
strukturelle Zusammenhänge. Damit zeigt dieses Interview einen gelungenen 
Bearbeitungsprozess. 
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Ole und Pia haben zusammen 16 Orangenbonbons. Ole hat 6 Orangenbonbons.  
Er behauptet:  
 
 

Kann das stimmen? Wie viele Bonbons sind denn von 16 Bonbons? Wenn es nicht stimmt: 

Wie viele Bonbons müssten Ole und Pia zusammen haben, damit Oles 6 Bonbons aller 
Bonbons sind?   
Wie viele Bonbons müssten die beiden haben, damit Oles 6 Bonbons von allen Bonbons 
wären?  

Abb. 7-12: Die Bonbonaufgabe I 
 
Zeile 1-27: Bestimmen von 1/4 von 16 

…  
5 M [Murmelt etwas] Das ist - wie nicht gleich, wenn der Ole 6 orangene Bonbons hat 

und dann die Pia - 10… 
6 L …ja das stimmt. 
7 M Ja, weil dann müsste äh ja – beide 8 haben - sonst…
8 L …ja…
9 M …wenn`s gerecht wär. [Laura nickt zustimmend]
10 L Mh ja ich habe - aber er behauptet ja, ich hätte 1/4 von unseren Bonbons - aber hat 

er - äh Hälfte hat er ja nicht [Melanie nickt] - gerecht wär ja, wenn er `ne Hälfte. 
11 M Mhm [nickt]
12 L Aber ist das dann 1/4 von - mh, `n Viertel wär`s glaub ich…
13 M 

L 
…wenn man 4 - also 4 - 4 und 4 und 4 [zählt mit dem Finger in der Luft; murmelt 
etwas Unverständliches] [Laura parallel vermutlich „etwas“] 

14 L …wenn man 4 hätte - genau, `n Viertel wär`s, wenn man 4 hätte.
…  

 
Zunächst bewerten die Mädchen nach dem Lesen der Aufgabe diese im Hinblick 
auf das gerechte Teilen (Z. 5-11), das zuvor für die Entwicklung des Bruchkon-
zeptes im Klassenunterricht eine große Bedeutung hatte (z. B. im Pizzakontext). 
Diese Vorstellung scheint Melanie mit den Bonbons zu verbinden bzw. auf diese 
diskrete Menge zu übertragen. Dieser Fokus wird u. U. durch die relativ kompli-
zierte Formulierung der Aufgabe wenn nicht hervorgerufen, so doch zumindest 
begünstigt.  
Im Anschluss berechnet Melanie 1/4 von 16 (Z.13): Sie addiert viermal die 4 und 
kommt so auf 16. Unklar ist an dieser Stelle, wie sie genau auf die 4 als Teil 
kommt, da sie in ihrer Äußerung nicht vom Ganzen für die Bestimmung des 

1
4

1
4

1
8

Ich habe 1
4 von unseren Bonbons. 

(Bildrechte (Ole) Cornelsen-Verlag) 
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Teils ausgeht, sondern additiv die 16 aus der 4 rekonstruiert. Vermutlich aktiviert 
sie hier eine mentale Repräsentation der 16 als Summe 4 + 4 + 4 + 4, die ihr als 
Zahlensatz vertraut ist. Andererseits kann sie auch die Rechnung 16 : 4 im Kopf 
durchgeführt haben und überprüft durch das fortgesetzte Addieren der 4 den so 
von ihr bestimmten Teil auf seine Richtigkeit hin.  
Beide Mädchen schreiben jeweils einen kurzen Antworttext auf (Z. 15-27; nicht 
abgedruckt).  
 
Z. 28-35: Das Ganze zum Anteil 1/4 bestimmen: wiederholtes Verdoppeln  
28 L [liest vor] Wenn das stimmt, wie viele Bonbons müsste Ole und Pia zusammen 

haben, damit Oles 6 Bonbons 1/4 aller Bonbons sind? - Dann müssten das - 24 
sein - weil… 

29 M …mhm…
30 L …ja…
31 M …weil es 6 plus 6 sind 12 und dann nochmal… 
32 L …ja…
33 M …6 plus 6 sind 12 - plus 12 sind… 
34 L … [parallel] und 12 ja - mal 4 sozusagen - also es müssten 24 sein - ja, es müssten 

24 sein.  
...  
 
Die Teilaufgabe, das Ganze zum Teil 6 und zum Anteil 1/4 zu bestimmen, lösen 
die Mädchen in knapp 30 Sekunden. In Z. 28 ist Laura die erste, die die Zahl 24 
für das Ganze nennt und Melanie erklärt diese Lösung in Z. 31 / 33, wiederum 
additiv wie in Z. 13 für die 16. Damit rekonstruiert Melanie das Ganze durch 
fortgesetztes Verdoppeln, d. h. sie nutzt innerhalb des Ganzen Strukturen, die 
durch das Zusammenfassen von Vierteln entstehen. Laura findet eine weitere 
Möglichkeit der Beschreibung der Lösung: Sie nutzt viermal das Viertel (Z. 34). 
Im Anschluss schreiben beide Schülerinnen ihre Lösungen auf (Z. 35). 
 
Z. 36-54: Verdoppeln des Ganzen zum Anteil 1/4 ergibt das Ganze zu 1/8 

36 M [liest vor] Wie viele Bonbons müssten die beiden haben, damit Oles 6 Bonbons 1/8 
von allen Bonbons sind? 

37 L Dann nochmal eigentlich, müsste es nochmal das Doppelte von 24 sein, also 48. 
38 M [nickt]
39 L Dann wäre die Hälfte davon - 24… 
...  
44 M …doch 24 ist die Hälfte von dem Ganzen, von der 48…
45 L …genau - also äh - 6 nein ähm, 8 mal die, also 8 mal die Bonbons wärn 48 Bon-

bons… 
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46 M …ja…
47 L …also…
48 M …falsch…
49 L …also äh - also 48 Bonbons müssten es sein.
...  

 
Auch die Aufgabe zum Anteil 1/8 lösen Laura und Melanie sehr schnell. Direkt 
zu Beginn in Z. 37 nennt Laura die Lösung, indem sie das Ganze zum Teil 6 und 
zum Anteil 1/8 aus dem Ganzen zum Teil 6 und zum Anteil 1/4 durch Verdop-
peln rekonstruiert. Ihr Vorgehen kann damit z. B. durch folgende Strategien in-
terpretiert werden: Die erste Strategie ist als operative Vorgehensweise zu cha-
rakterisieren, wenn sie nämlich den operativen Zusammenhang der beiden Antei-
le nutzt, indem sie 1/8 als die Hälfte von 1/4 identifiziert und somit das Ganze 
gegensinnig ändert, d. h. verdoppelt. Der Anteil wird im bereits berechneten 
Konstellationsdreieck von 1/4 in 1/8 geändert. Diese Operation muss nun auch 
Konsequenzen für die anderen Größen haben. Der Teil 6 soll gemäß der Aufga-
benstellung erhalten bleiben, d. h. die Konsequenz aus der Operation muss sich 
auf das Ganze beziehen (vgl. Abb. 7-13). So können z. B. Zahlbeziehungen be-
trachtet werden: Ein Verdoppeln des Nenners bewirkt ein Verdoppeln des Gan-
zen. Die Konsequenz des Veränderns des Anteils für das Ganze gewinnt vor 
allem bei der Bearbeitung der Bonbonaufgabe II für Laura und Melanie eine 
große Bedeutung. 
Andererseits – so die zweite Interpretation des Vorgehens – kann Laura die ope-
rativen Veränderungen auch direkter auf Melanies in der vorangehenden Aufgabe 
genutzte Strategie des schrittweisen Zählens / Addierens zurück geführt haben, 
ohne (bewusst) den direkten Zusammenhang der beiden Anteile zu nutzen.  
 

 
Abb. 7-13: Konsequenz des Halbierens des Anteils für das Ganze 
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Im Folgenden (Z. 39-45; nicht vollständig abgedruckt) überprüft Laura die 48 als 
das Doppelte von 24 noch einmal, indem sie die 48 halbiert und wieder die 24 
erhält. Anschließend erzeugt sie erneut das gesuchte Ganze, diesmal explizit 
durch Ausnutzen des Nenners des Anteils: Sie multipliziert den Teil mit dem 
Nenner des Anteils und erhält als Ergebnis das gesuchte Ganze (wieder) als 48 
(Z. 45).  
Nachdem die Mädchen ihre Lösungen schriftlich festgehalten haben (Z. 50, 51, 
hier nicht abgedruckt), äußert Laura die Idee, dass 1/8 „das Doppelte davon“ ist 
(Z. 53; nicht abgedruckt). Es bleibt allerdings unklar, worauf sie sich mit dieser 
Aussage genau bezieht: Zum einen kann sie die Vorstellung verfolgen, dass 1/8 
ein doppelt so großer Anteil wie 1/4 ist. Dann könnte sie auf die Nenner der 
beiden Anteile fokussieren und den Größenvergleich zwischen 4 und 8 absolut 
betrachten. Andererseits kann sie aber auch 1/8 bzw. 1/4 mit „dem Ganzen zu 
1/8“ bzw. „dem Ganzen zu 1/4“ sprachlich identifizieren oder einfach die Hälfte 
von 48 meinen. An dieser Stelle wird seitens der Interviewerin nicht weiter auf 
diesen Aspekt eingegangen. 
 
Zusammenfassende Interpretation 
Obwohl Laura und Melanie im Unterricht noch keine systematischen Erfahrun-
gen mit diskreten Ganzen gesammelt haben, lösen sie alle drei Aufgabenteile 
sehr schnell und sicher. Dabei konstruieren sie das Ganze auf unterschiedliche 
Arten, indem sie interne Strukturen nutzen, die sich über die mathematischen 
Zusammenhänge der Anteile sowohl innerhalb einer Aufgabe als auch über die 
Aufgabenteile hinweg ergeben. 

Nutzen unterschiedlicher Strukturierungen 
So überprüfen Laura und Melanie die 4 als 1/4 von 16 über einzelne Additions-
schritte des Teils (Z. 13). Das Ganze zum Teil 6 und Anteil 1/4 bestimmen sie 
über wiederholtes Verdoppeln des Teils 6, nutzen damit die Zerlegung des Gan-
zen in die Anteile 1/4 und 1/2 (vgl. Z. 31). Darüber hinaus bestimmen sie das 
Ganze auch über das Produkt von Teil und Nenner des Anteils (Z. 45). Diese 
unterschiedlichen Strukturierungen zeigen sich auch in den Produkten der 
schriftlichen Erhebung (vgl. Code HZ und Code V in Abschnitt 7.2). 
Das Ganze zum Anteil 1/8 bei gleichbleibenden Teil 6 rekonstruieren sie schließ-
lich über den Bezug zur zuvor bearbeiteten Aufgabe (der Teil ist 6 und der Anteil 
ist 1/4): Das bereits berechnete Ganze kann verdoppelt werden, um das gesuchte 
zu erhalten. Hinter diesen Operationen scheinen tiefergehende strukturelle Be-
trachtungen und operative Einsichten zu stecken. Dabei kann dieses Herstellen 
von Beziehungen über verschiedene Konstellationen hinweg u. U. auch dazu 
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beitragen, dass Laura bei der Bonbonaufgabe II das Ganze zum Anteil 2/3 über 
das Ganze zum zugehörigen Stammbruch rekonstruiert: Die Strategie des Nut-
zens von operativen Zusammenhängen, die hier sehr fruchtbar sind, nutzt vor 
allem Laura im weiteren Verlauf des Interviews (vgl. Abschnitt 7.3.4).  
Eine weitere Besonderheit und Stärke in Lauras Argumentationen ist die Be-
trachtung von Strukturen aus unterschiedlichen Blickwinkeln: So berechnet sie 
zunächst das Ganze zum Anteil 1/8, um es im nächsten Schritt selbständig zu 
validieren (vgl. Z. 39, 45). 
Eine Vorstellung, die stets zumindest unterschwellig mit den Zusammenhängen 
zwischen Teil, Anteil und Ganzem bei Melanie vorhanden zu sein scheint, ist die 
des gerechten Teilens: Neben der Größe des Ganzen und eines Teils zu einem 
Anteil ist auch entscheidend, wie sich der Rest zum betrachteten Teil verhält und 
wie die einzelnen Teile des Rests zueinander in Beziehung stehen.  

7.3.4 Laura und Melanie bearbeiten die Bonbonaufgabe II:  
Zusammenhänge operativ erschließen (30:33 – 37:35) 

Einordnung der Szene in das Gesamtinterview  
Nach den Aufgaben, in denen das Ganze diskret und der Anteil ein Stammbruch 
ist (Bonbonaufgabe I; vgl. 7.3.3), bearbeiten Laura und Melanie zunächst eine 
Aufgabe zum Ergänzen zum Ganzen mit Flächen (Quadrat, vgl. Abschnitt 7.6.3) 
und zur Argumentation zur Beziehung zwischen Teil und Ganzem (Merves Prob-
lem, für die Darstellung der Aufgabe vgl. Abschnitt 2.6.3). 
Die Aufgabenstellung für die in diesem Abschnitt analysierte Bonbonaufgabe II 
ist die folgende: „Wenn die 6 Bonbons, die Ole hat, 2/3 von allen Bonbons sind, 
die Ole und Pia zusammen haben, wie viele Bonbons haben die beiden zusam-
men?“ (für eine Sachanalyse vgl. Abschnitt 2.6.2). 
Während dieser Episode dominiert Laura das Gespräch. Melanie zieht sich teil-
weise zurück und arbeitet an einer Zeichnung zur Aufgabe, weshalb die Inter-
viewerin auch stärker auf Laura fokussiert: Vor allem Laura nutzt für die Lösung 
der Aufgabe operative Strategien. Diese lassen Einblicke in die Argumentationen 
und Strukturierungen der Konstellation zu und zeigen einerseits, wie komplex 
die Aufgabe für Lernende ist, die sich diese Inhalte zum ersten Mal erarbeiten. 
Andererseits zeigen sie auch, wie durch das systematische Variieren der Kompo-
nenten Anteil, Teil, Ganzes tiefere Einsichten in die Zusammenhänge der Kons-
tellation gewonnen werden können. Gleichzeitig können Rückschlüsse darüber 
gewonnen werden, wie Lernende die Konstellation strukturieren und mit wel-
chen (intuitiven) Annahmen sie an die Lösung herangehen. 
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Der hier betrachtete Transkriptausschnitt setzt mit Zeile 1 bei 30:33 Minuten des 
Gesamtinterviews ein. Insgesamt dauert die Episode ca. sieben Minuten. 
 
Zeile 1-21: Übernahme des Ganzen zum Anteil 1/3 

...  
4 L 2/3?
5 I Mhm.
6 L Wenn das 1/3… 
7 M …18 Bonbons haben.
8 L Nein,…
9 M …doch…
10 L …wenn das 1/3 wäre, dann … 
11 M ... [flüstert murmelnd] 18 Bonbons …
12 L …wenn das 1/3 wäre, dann wären das…
13 I [reicht zwei leere Blätter rein]…Ihr könnt auch noch mal, wenn ihr was schreiben 

wollt oder rechnen wollt, da drauf schreiben. 
14 M Also 1/3 ist, sind diese 6 Bonbons und wenn man diese Bonbons jetzt dreimal 

nehmen würde… 
15 L …wenn er 2/6 hätte dann [Pause 2 sec] nee, 2/3?
16 I 2/3, mhm.
17 L 2/3, wenn das 2/3 wären dann hätte er
18 M 18 Bonbons.
19 L [überlegt 5 sec.] mh 2/3, wenn 1 - [Pause 2 sec] Jetzt muss ich noch mal grad 

überlegen, ich bring mich schon selbst durcheinander. 
20 M [Melanie zeichnet parallel drei Reihen mit jeweils sechs „Bonbons“, wobei sie nach 

der zweiten Reihe kurz stoppt und zu überlegen scheint.] 
21 L Also 1/3, wenn das 1/3 wärn, wärns 6 mal 3, dann wären das 18´ - Dann wärn das 

18 Bonbons - und - wenn das 2/3 wären - [Pause 3 sec], wären das nicht eigentlich 
auch 18 Bonbons? Das würd auch nicht gehen. [Melanie zählt in der Zwischenzeit 
die gezeichneten Bonbons nach und beginnt damit, die ganze obere Reihe in rot zu 
markieren, d. h. 6 Bonbons.] 

 
Die Interviewerin knüpft an die bereits gelöste Bonbonaufgabe an und führt die 
neue als Knobelaufgabe ein. Laura vergewissert sich zunächst über die Aufga-
benstellung und den gegebenen Anteil (Z. 1-4; nicht vollständig abgedruckt).  
Nachdem die Interviewerin den Anteil 2/3 bestätigt hat, bezieht sich Laura zu-
nächst dennoch auf den Stammbruch 1/3: „Wenn das 1/3…“ (Z. 6). An dieser 
Stelle des Interviews ist die Konsequenz bzw. der Zweck, den Laura aus dieser 
Überlegung ziehen will, nicht eindeutig: Zum einen besteht die Möglichkeit, dass 
sie die Konstellation mit Nicht-Stammbruch uminterpretiert. So könnte sie sie in 
eine ihr aus den vorangehenden Aufgaben her bekannte Konstellation mit einem 
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Nicht-Stammbruch überführen bzw. die beiden Konstellationen gleichsetzen und 
den Zähler des Bruches in seiner Funktion für diese Aufgabe gewissermaßen 
nicht berücksichtigen. Zum anderen kann hinter der Verwendung des Stammbru-
ches die Überlegung stecken, die bekannte Konstellation zu nutzen, um daraus 
die Lösung für das neue, unbekannte Problem mit dem Nicht-Stammbruch, bei 
dem der Zähler berücksichtigt werden muss, zu erschließen – etwa so: „Wenn 
das Ganze für 1/3 so aussieht, wie sähe es denn aus, wenn man jetzt 2/3 als An-
teil hätte und sonst alles gleich bliebe?“ Hinter dieser Überlegung würde der 
Versuch stecken, die beiden Konstellationen strukturell miteinander in Bezie-
hung zu setzen und durch das operative Variieren einer einzelnen Komponente 
(hier des Zählers des Anteils) unter Beibehaltung aller übrigen Bedingungen (des 
Teils und der Drittelstrukturierung) Rückschlüsse für die Ursprungssituation zu 
gewinnen: Wenn der Anteil von 2/3 in 1/3 verändert wird, dann kann das Ganze 
wie für die Bonbonaufgabe I berechnet werden. Dann könnten aus diesem Rück-
schlüsse für das Ganze zum Anteil 2/3 gezogen werden. 
Diese zweite Interpretation von Lauras Vorgehen wird etwas später in Z. 10 / 12 
und dann noch einmal in Z. 21 (vgl. unten) bestärkt: Laura nutzt den Konjunktiv 
und setzt damit die beiden Konstellationen sprachlich voneinander ab („…wenn 
das 1/3 wäre, dann wären das…“; Z. 12).  

Melanie rekonstruiert die 18 
Melanie gibt als Antwort 18 Bonbons (Z. 7 und dann noch mal in Z. 11). Unklar 
ist jedoch, ob sich diese Antwort auf Lauras Verwendung der 1/3 bezieht oder auf 
die Konstellation mit Anteil 2/3. So könnte Melanie an dieser Stelle die Antwort 
auf Lauras angefangene Überlegung „Wenn das 1/3 …“ (Z. 6) geben und dabei 
im Kopf behalten, dass es sich hierbei um eine andere als die ursprünglich gege-
bene Konstellation handelt. Eine weitere mögliche Deutung könnte sein, dass 
Melanie die Konstellation der Drittel aus zwei Blickwinkeln sieht: Da 1/3 und 
2/3 sich zu einem Ganzen ergänzen, ist 18 jeweils das richtige Ganze, denn die-
ses hat sie aus dem Anteil 1/3 berechnet (vgl. Abb. 7-14). Dabei würde sie jedoch 
nicht berücksichtigen, dass der Teil zum Anteil 2/3 in diesem Fall nicht 6 wäre. 
Der weitere Verlauf des Interviews (vgl. z. B. Z. 14) lässt rückblickend noch eine 
weitere Interpretation zu: Melanie setzt hier u. U. wissentlich die vorliegende 
Konstellation mit der Konstellation mit dem Stammbruch gleich und erhält damit 
das Ergebnis 18 als Ganzes. In diesem Fall wäre der Teil 6 nun 1/3 des Ganzen. 
Indem sie so vorgeht, identifiziert sie entweder zwei Anteile (1/3 und 2/3) mitei-
nander – eventuell in der Annahme, dass beide Anteile mit dem Teil 6 das selbe 
Ganze liefern – oder sie weicht auf die leichter zu berechnende Konstellation mit 
dem Stammbruch aus, da sie diese bereits aus den vorangegangenen Aufgaben 
her kennt und sie sicher mathematisieren kann (d. h. als „Ausweichen“ den Zäh-
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ler ignorieren). Dahinter könnte aber auch die Idee stecken, dass, wenn man 
einmal ein Ganzes für eine Anzahl von Dritteln gefunden hat, dieses Ganze un-
veränderlich ist, da 3/3 immer das Ganze ergibt. Dass dabei in beiden Konstella-
tionen unterschiedlich viele Drittel zum Ganzen fehlen bzw. dass der zu 2/3 
gehörige Teil bei der Mathematisierung „6 ist 1/3“ größer ist als in dem vorgege-
benen System, ist in dieser Lösung ausgeblendet: Der Zähler des Anteils scheint 
in einer solchen Argumentation nicht wichtig zu sein.  
 

 
Abb. 7-14: 2/3 und 1/3 gehören zum selben Ganzen  

 
Der Unterschied zu der hypothetischen Transformation des Anteils besteht dabei 
darin, dass bei einer so gedachten Variation des Anteils die gesamte Konstellati-
on als strukturell anders festgesetzt und zum Endzustand wird, während bei einer 
hypothetischen Variation der Form „Was wäre, wenn der Anteil 1/3 wäre?“ die 
Variation zu einem Hilfsmittel wird, die unbekannte Konstellation operativ aus 
einem bekannten System und dessen Eigenschaften abzuleiten: Hier liegt der 
Fokus auf der Konsequenz, die eine Veränderung einer Komponente für die an-
deren mit sich bringt. 

Unterschiedliche Perspektiven auf das Ändern des Anteils 
In Z. 14 nutzt Melanie explizit den Anteil 1/3 und ordnet ihn dem Teil 6 zu: „Al-
so 1/3 ist, sind diese 6 Bonbons und wenn man diese Bonbons jetzt dreimal neh-
men würde…“. Hier ist allerdings wieder nicht ganz eindeutig, wie die 1/3 zu 
Stande kommen: Entweder hat Melanie an dieser Stelle den Anteil verwechselt 
(die Aufgabe wurde verbal eingeführt) oder sie geht auf den Ansatz von Laura 
ein, sich das zum Nicht-Stammbruch gehörende System zu überlegen, allerdings 
mit nicht eindeutig zu klärender Konsequenz bzw. Absicht.  
In Z. 17 / 18 scheint es allerdings wahrscheinlich, dass Melanie wirklich die 18 
als Lösung für die ursprünglich gegebene Konstellation sieht: Sie vollendet für 
Laura den angefangenen Satz, in welchem diese nach einer klärenden Rückfrage 
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an die Interviewerin (Z. 15) den Teil 6 mit dem Anteil 2/3 identifiziert: „2/3, 
wenn das 2/3 wären, dann hätte er“ „18 Bonbons“. Melanie überlegt nicht „was 
wäre wenn“, sondern setzt (bewusst oder unbewusst) die 1/3 als Anteil für die 6 
Bonbons fest und bleibt beim Ganzen 18.  
Laura springt an dieser Stelle wieder von 1/3 zurück zum Anteil 2/3 – d. h. sie 
ändert an dem Konstellationsdreieck den Anteil 1/3 zurück in 2/3 – und versucht 
scheinbar nun erneut, mit dem in der Aufgabe gegebenen Anteil das Ganze zu 
rekonstruieren. An der Stelle kommt sie aber zunächst nicht weiter und äußert 
explizit ihre Verwirrung (Z. 19). Hier wird allerdings deutlich, dass sie sich beim 
Ausweichen auf den Anteil 1/3 bewusst ist, dass dies eine andere Konstellation 
darstellt, da sie flexibel zwischen den beiden Anteilen hin und her springt: Ihre 
explizit formulierte Verwirrung zeigt, dass sie über die (nicht leicht zu durch-
dringende) Konsequenz der Veränderung des Anteils 1/3 in 2/3 für das Ganze 
angefangen hat nachzudenken. 

Melanies 1. Bild zur Aufgabe 
Neben den Rechnungen, die Laura und Melanie anfertigen, sind auch die Bilder 
dazu geeignet, die Bearbeitungswege der Schülerinnen besser zu verstehen: 
Melanie fertigt – vermutlich auf den Impuls der Interviewerin hin – im Folgen-
den eine Zeichnung zu ihrer Lösung an (vgl. Z. 20 ff. im Transkript): Sie zeich-
net drei parallele Reihen mit jeweils sechs Bonbons. Anschließend markiert sie 
sechs Bonbons (die ganze obere Reihe) mit roten Punkten. Im weiteren Verlauf 
ergänzt Melanie diese Zeichnung sukzessive durch weitere Strukturierungen. 
Diese Struktur ist in Übereinstimmung mit der Deutung, dass Melanie den Anteil 
2/3 als Ausdruck der Beziehung zwischen dem Teil 6 und dem gesuchten Ganzen 
in 1/3 umdeutet: Eine Reihe steht für den gegebenen Teil 6 (sechs Bonbons), 
d. h. jede Reihe ist 1/3 vom Ganzen (von 18). Ob sie bei der Zeichnung zunächst 
die 18 im Blick hat und in dieses Ganze die 6 als Struktur sieht, woraufhin sich 
der Anteil 1/3 für den Teil 6 ergibt (d. h. als „Rückwärtsprobe“ für die Lösung 
18) oder ob sie das Ganze additiv unter Verwendung des Teils 6 konstruiert und 
dabei von dem Anteil 1/3 ausgeht, um damit ihre bereits mehrfach genannte 
Lösung 18 zu rechtfertigen bzw. zu verifizieren, ist dabei nicht identifizierbar.  

Übernehmen des Ganzen zu 1/3  
Während Melanie ihre Zeichnung anfertigt, nimmt Laura ebenfalls erneut die 
Idee mit dem Anteil 1/3 auf und nennt hier zum ersten Mal das aus diesen Zahlen 
resultierende Ganze 3 · 6 = 18 Bonbons. Anschließend schwenkt sie über zum 
geforderten Anteil 2/3 und leitet dafür zunächst ebenfalls als Ganzes 18 ab: „Al-
so 1/3, wenn das 1/3 wärn, wärns 6 mal 3 dann wären das 18´ - Dann wärn das 
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18 Bonbons - und - wenn das 2/3 wären - [Pause 3 sec], wären das nicht eigent-
lich auch 18 Bonbons? Das würd auch nicht gehen.“ (Z. 21).  
Die Gründe für die Übertragung des Ganzen von der einen zur anderen Konstel-
lation nennt sie nicht. Eventuell fokussiert sie in diesem Moment die identischen 
Nenner der beiden Brüche und geht davon aus, dass Drittel bei vorgegebenem 
Teil immer dasselbe Ganze liefern (d. h. sie ändert an der Konstellation nur den 
Anteil, was für sie zunächst keine Konsequenzen für die anderen Komponenten 
bewirkt). Eine weitere mögliche Deutung wäre, dass sie die Komplementarität 
der beiden im Gespräch immer wieder genutzten Anteile 1/3 und 2/3 als zwei 
Seiten desselben Systems mit jeweils anderem Teil aber identischem Ganzen im 
Blick hat (1/3 und 2/3 ergeben zusammen 3/3, d. h. das Ganze; vgl. die mögliche 
Deutung von Melanies Aussage in Z. 7 / 11 und die entsprechende Abb. 7-14): 
Die Anteile 1/3 und 2/3 gehören jeweils zum selben Bild. 
 

  

  
Abb. 7-15: Lauras erster Versuch, das Ganze zu erhalten. Möglichkeit 1 der Probe 

 
Der Eindruck, dass eine dieser beiden Ideen hinter der Argumentation stecken 
könnte, wird durch die Parallelität der Argumentation verstärkt. Bemerkenswert 
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ist aber, dass Laura erneut die beiden Konstellationen mit 1/3 bzw. 2/3 sprachlich 
auseinander hält und nicht die Anteile miteinander identifiziert. Ihre erste konk-
ret geäußerte Idee zum neuen Ganzen (das zum Teil 6 und zum Anteil 2/3) be-
steht also darin, dass das Ganze trotz geändertem Anteil erhalten bleibt. Wie sie 
zu dieser Ableitung des Ergebnisses genau kommt, ist nicht mit Sicherheit zu 
bestimmen. Vielleicht fokussiert sie im ersten Augenblick die Einteilung in Drit-
tel als ein wesentliches und charakterisierendes Strukturmerkmal der Konstella-
tion, das das Ergebnis festlegt (Dies wäre im Einklang mit beiden Deutungen.). 
Diese Lösung widerlegt Laura anschließend direkt selbst (Z. 21 „Das würd auch 
nicht gehen“). Auch diesmal äußert sie nicht die Gründe für ihre Entscheidung. 
Denkbar wäre so zum einen, dass sie, nachdem sie die 18 als Ganzes zum Anteil 
1/3 berechnet hat (3. Dreieck in Abb. 7-15), von der 18 ausgehend den zu 2/3 
gehörigen Teil berechnet (4. / 5. Dreieck). Da dieser nicht 6, sondern 12 beträgt, 
die gegebenen Bedingungen der Konstellation also nicht erhalten bleiben, muss 
der Fehler bei der Berechnung des Ganzen vorliegen und deshalb die Lösung 
falsch sein. Eine weitere Validierungsmöglichkeit für das Ergebnis besteht darin, 
zu berechnen, welchen Anteil der vorgegebene Teil 6 von dem hier neu berech-
neten Ganzen 18 ausmacht.  
Damit ist der erste Versuch von Laura, das Ganze durch die Variation des Anteils 
zu berechnen, zunächst gescheitert; bzw. das alleinige Verändern des Anteils 
(und die Beibehaltung aller weiteren Komponenten) führt noch nicht zur er-
wünschten Konsequenz. 
 
Zeile 22-36: Halbieren des Ganzen zum Anteil 1/3 

22 I Ihr könnt das, du kannst das ja auch ausprobieren.
23 L Ja, ich bleib mal bei Melanie. [guckt zu Melanie]
24 M Mh? [guckt von ihrer Zeichnung auf]
25 I Ihr dürft´s auch zusammen machen.
26 L Ja, das wär glaub ich auch irgendwie logischer, weil also… 
27 M …wenn er 2/3. Also - 1/3 haben würde, dann würde er ja, das sind jetzt 18 Bonbons 

[zeigt auf ihre Zeichnung], müssten die dann haben und dann hat er 6 Bonbons von 
diesen 18 Bonbons, dann hat er 1/3. 

28 I Mhm
29 L Joa aber es sollen ja, also er soll ja 2 /3. Also wenn das, wenn diese 6 Orangen-

bonbons da 3, 2/3 wären - dann … 
30 M … Aber wenn man …
31 L …Würde man, würde man doch rein theoretisch die Hälfte [leicht gedehnt] von 18 

nehmen. Aber das würde wiederum gar nicht gehen, die Hälfte von 18 geht ja gar 
nicht. [Melanie zeichnet weiter in rot; guckt auf] 

32 M Die Hälfte von 18 ist 9. 
33 L Geht das?
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34 M Was?
35 L Jo das geht wirklich, das geht auf, oh.
36 L

M 
[lachen]

 
Nach ca. zwei Minuten, die die beiden Mädchen bereits an der Aufgabe arbeiten 
und in der sie meist parallel unterschiedlichen Strategien und Wegen nachgegan-
gen sind und Laura die Lösung 18 als falsch identifiziert hat, gibt die Interviewe-
rin den Impuls zum Ausprobieren (Z. 22).  

Melanie erklärt ihre Lösung 
Melanie nutzt die Situation, um ihre bis zu diesem Zeitpunkt angefertigte Zeich-
nung zu erklären (Z. 27): „…wenn er 2/3. Also – 1/3 haben würde, dann würde 
er ja, das sind jetzt 18 Bonbons [zeigt auf ihre Zeichnung], müssten die dann 
haben und dann hat er 6 Bonbons von diesen 18 Bonbons, dann hat er 1/3.“. Sie 
leitet damit eine Lösung für das Problem ab, indem sie 2/3 durch 1/3 ersetzt. Sie 
nimmt nun die 18 Bonbons, die sie zuvor aus dem Anteil 1/3 und dem Teil 6 
berechnet hatte, als gegebenes Ganzes und berechnet den Anteil, den die in der 
Aufgabenstellung gegebenen sechs Bonbons von diesem Ganzen ausmachen: 
1/3. Indem sie so argumentiert, schafft sie sich eine Begründung dafür, dass der 
Anteil 1/3 zu den sechs Bonbons „passt“. Sie variiert auf diese Weise die Rich-
tung der Aufgabenstellung. Damit ersetzt sie jedoch zwei der drei Objekte im 
Konstellationsdreieck, d. h. sie schaut nicht auf die Konsequenz einer operativen 
Variation. Dadurch, dass sie 6 als Teil nutzt und das Ganze durch die vorher 
berechnete 18 ersetzt, ändert sich auch der Anteil und es kommen die zuvor von 
ihr festgelegten 1/3 heraus. Damit hat Melanie in gewisser Weise einen Zirkel-
schluss vollzogen, denn sie überprüft das, was sie vorausgesetzt hat. So verifi-
ziert sie auch ihre Lösung 18 als zufriedenstellendes Ergebnis. Auffällig ist, dass 
Melanie zunächst den Anteil 2/3 erwähnt, aber direkt zum Anteil 1/3 über geht 
(vgl. Beginn Z. 27). 

Nicht 18, sondern die Hälfte von 18 
Laura beurteilt Melanies Interpretation der Konstellation als nicht passend (Z. 
29). Den Einwand von Melanie (Z. 30) lässt sie diese nicht ausführen, sondern 
führt ihre Idee mit den 2/3 aus. 
An dieser Stelle ihrer Argumentation und der Zuhilfenahme des Anteils 1/3, hat 
sie anscheinend zum ersten Mal eine andere konkrete Zahl als die 18 (bzw. zu-
nächst erst einmal eine Berechnungsstrategie) für das Ganze im Kopf. Diese 
leitet sie aus dem Ganzen für 1/3 durch Halbieren ab: „…Würde man würde man 



7.3 Analysen der Prozesse zum Bestimmen des Ganzen (diskreter Teil) 259

doch rein theoretisch die Hälfte [leicht gedehnt] von 18 nehmen. Aber das würde 
wiederum gar nicht gehen, die Hälfte von 18 geht ja gar nicht.“ (Z. 31). 
Hier könnte die Idee hinter stecken, dass wenn der gleiche Teil einen doppelt so 
großen Anteil ausmacht, das Ganze kleiner sein muss – und zwar genau halb so 
groß. D. h. das Verdoppeln des Anteils kann man durch das Halbieren des Gan-
zen „rückgängig“ machen. Alternativ wäre auch denkbar, dass Laura das Halbie-
ren von zwei Seiten aus denkt: Den Anteil 2/3 aus der Aufgabenstellung, um an 
den bekannten Anteil 1/3 zu gelangen und das berechnete Ganze 18, um an das 
gesuchte Ganze zu gelangen. 
Damit führt Laura an zwei Stellen des Konstellationsdreiecks operative Verände-
rungen durch: Sie halbiert diesmal nicht nur den Anteil, sondern auch das zu 
diesem Teil gehörige Ganze, wobei sie die Konsequenz dieses Halbierens unter-
sucht: Zunächst meint Laura, dass die Hälfte von 18 nicht „geht“ (Z. 31). Aus 
dem weiteren Interviewverlauf lässt sich vermuten, dass das „Nicht-Gehen“ auf 
die Teilbarkeit von 18 durch 2 und nicht auf die Richtigkeit der Strategie bezo-
gen ist, denn nachdem Melanie die Hälfte von 18 errechnet hat (Z. 32), stellt 
Laura fest: „Joa das geht wirklich, das geht auf, oh.“ (Z. 35; vgl. Abb. 7-16). 
Eine weitere Deutung für die Begründung von Lauras Vorgehen könnte sein, 
dass Laura auf die Erkenntnisse aus der zuvor berechneten Bonbonaufgabe I 
Bezug nimmt (vgl. Abschnitt 7.3.3). Dort haben die Mädchen unter anderem das 
Ganze zum Anteil 1/8 aus dem Ganzen zum Anteil 1/4 bestimmt. Aus dem Hal-
bieren des Bruches durch Verdoppeln des Nenners des Anteils haben sie auf die 
Verdopplung des Ganzen geschlossen: Das Ganze zum Anteil 1/4 ist 24, d. h. das 
Ganze zum Anteil 1/8 muss 48 sein. Unter Nutzung dieses operativen Wissens 
um Strukturen in dieser Aufgabe könnte Laura die Struktur der beiden Aufgaben 
vergleichen: Wenn ein Vergrößern des Nenners ein Vergrößern des Ganzen 
bewirkt, so kann ein Vergrößern des Zählers dies wieder rückgängig machen, 
d. h. eine gegensinnig orientierte Konsequenz haben (vgl. Abb. 7-17). Wie Laura 
ihre operative Vorgehensweise hier für sich begründet, kann nicht endgültig 
geklärt werden. Die aufgezeigten Möglichkeiten offenbaren jedoch ein hohes 
Maß an heuristischen, operativen Strategien und das Nutzen komplexer Zusam-
menhänge. 
Nachdem Melanie festgestellt hat, dass das Halbieren der 18 funktioniert (vgl. Z. 
32), scheint für Laura die Lösung der Aufgabe nach ca. 2,5 Minuten, die sie sich 
bisher mit dieser beschäftigt hat, klar zu sein. Während der restlichen Zeit des 
Interviews beschäftigt sie sich nun damit, das Ergebnis „neun Bonbons“ auf 
einem weiteren Weg herzuleiten bzw. die Lösung zu überprüfen. Melanie ver-
folgt bis dahin anscheinend eine andere Strategie bzw. hat eine andere Zahl für 
das Ganze berechnet, da sie immer wieder Widerspruch gegen Lauras Lösung 
erhebt (z. B. Z. 30).  
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Abb. 7-16: Das Stammbruch-Ganze halbieren 

 
 

                   

                   
Abb. 7-17: Zusammenhang operativer Strategien bei beiden Bonbonaufgaben 

 
Zeile 37-49: Überprüfen der 9 als mögliche Lösung 
37 L Ja dann - ja dann [Pause 2 sec] könnt er nicht bei 6 Bonbons könnte man ja genau 

2 - Doch, das würde gehen. - weil dann würd nämlich noch 1 /3 übrig bleiben. Also 
3 Bonbons. [Pause 2 sec] 

38 M Dann müsste… [markiert mit dem Stift drei Punkte der mittleren Reihe und kringelt 
die restlichen drei zusammen mit der unteren Reihe rot ein, so dass insgesamt die 
Hälfte der Bonbons - auch optisch symmetrisch - markiert sind]  

39 L … Dann wären das also so zu sagen, also wenn das 2/3 wären, hätte er [fängt an, 
drei Reihen Bonbons zu zeichnen; nicht im Video zu sehen] [lachen beide] - dann 
wären´s insgesamt 9 Bonbons und wenn er dann 2 /3 hätte [markiert zwei Reihen 
mit je 3 Bonbons in ihrer Zeichnung; im Video nicht vollständig zu sehen; parallel 
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markiert Melanie die restlichen drei Bonbons aus der mittleren Reihe und die obere 
Reihe in blau; Pause 5 sec] hätte er halt - die Bonbons hier [zeigt auf die Bonbons] 
dann wären das wieder 6 Bonbons. Und - er hat halt 2/3´ und 2/3 sind ja eigentlich 
auch 1/6 - nein, - 

Melanies Bild (Endprodukt):             Lauras Bild:  
...  
 
 

          

 

Abb. 7-18: Halbieren des Teils zum Bestimmen eines Drittels vom gesuchten Ganzen 
 
Zunächst ergänzt Laura 2/3 zu einem vollen Ganzen, indem sie argumentiert, 
dass bei 2/3 noch 1/3 zum Ganzen fehlt. Sie berechnet, dass das fehlende Drittel 
aus drei Bonbons bestehen muss (Z. 37). Der nicht ausgeführte Satz könnte da-
rauf hindeuten, dass Laura die sechs Bonbons in zwei Gruppen einteilt – den 2/3 
entsprechend, die diese vom Ganzen darstellen sollen. So könnte sie auf diesem 
Weg zu dem Teil 3 (zum Anteil 1/3) gelangen, indem sie die 6 und die 2/3 hal-
biert. Andererseits kann sie auch von der 9 ausgehend diese überprüfen, indem 
sie den zum Ganzen fehlenden Teil, d. h. den Rest, als Differenz vom Ganzen 
und vom Teil errechnet, diesen zweimal in den Teil 6 steckt und ihn somit als 2/3 
vom Ganzen verifiziert (vgl. Abb. 7-18, 7-19). Ob sie nun zunächst von der 6 
ausgeht, diese zerlegt und damit 1/3 als 3 erhält oder ob sie zunächst die Diffe-
renz vom Ganzen und vom Teil errechnet und diese als den zum Ganzen gehöri-
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gen Anteil 1/3 identifiziert, kann hier nicht entschieden werden. Insgesamt nutzt 
sie sehr flexibel Operationen am Konstellationsdreieck: Sie halbiert den Anteil 
und den Teil und nutzt den neuen Teil, um das Ganze zu überprüfen.  

 
Abb. 7-19: Den Teil für 1/3 über die Differenz von Teil und Ganzem berechnen 

 
Zu diesem Zeitpunkt des Gesprächs überarbeitet Melanie ihre Zeichnung (Z. 38): 
Sie überlagert die bisherige Struktur der drei Reihen zu je sechs Bonbons, indem 
sie die Hälfte der Bonbons zunächst mit Punkten markiert und anschließend 
einkreist. Dabei teilt sie die Bonbons symmetrisch in zwei Gruppen, indem sie 
die mittlere Reihe halbiert und zusammen mit der unteren Reihe rot umrandet. 
Diese Markierung überlagert die Einteilung der 18 in Drittel. Melanie erläutert 
ihre Strukturierung der Zeichnung nicht weiter (und die Interviewerin fragt an 
der Stelle auch nicht nach), so dass nicht sicher erschlossen werden kann, welche 
Strategie sie in diesem Augenblick verfolgt. 

Verifizieren des Teils 6 als 2/3 vom Ganzen 
Im nächsten Schritt verifiziert Laura ihre Lösung für das Ganze praktisch von der 
anderen Seite her, indem sie das Ganze 9 und den Anteil 2/3 als gegeben an-
nimmt und nun aus diesen beiden Angaben den zugehörigen Teil (sechs Bon-
bons) berechnet, der wiederum in der Aufgabenstellung gegeben ist (Z. 39). 
Dazu nimmt sie ein strukturiertes Bild zu Hilfe (vgl. ihre Zeichnung in Z. 39 des 
Transkripts): Sie ordnet die neun Bonbons in drei Reihen zu je drei Bonbons an, 
wodurch sie eine Strukturierung des Ganzen in Drittel erhält. Davon markiert sie 
die ersten beiden Reihen (2/3), was sechs Bonbons – der vorgegebenen Zahl aus 
der Aufgabenstellung – entspricht. Damit hat sie den gegebenen Teil aus der 
Aufgabenstellung als Ergebnis erhalten und durch die gleichzeitige Verwendung 
des Anteils 2/3 die Richtigkeit ihrer Lösung verifiziert. So hat sie diesmal das 
Ganze und den Anteil als gegeben angenommen und den Teil als Resultat erhal-
ten. Anders als Melanie in Z. 27 ist ihre Argumentation mathematisch tragfähig. 
Wie bereits an früherer Stelle beschrieben, hat Laura dieselbe Strategie zum 
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Überprüfen ihrer Lösung verwendet wie Melanie, allerdings hat sie im Gegen-
satz zu dieser alle in der Aufgabenstellung gegebenen Größen erhalten. 
Nach der Herleitung der sechs Bonbons als dem in ihrer Variation der Aufgabe 
gegebenen Teil, resümiert Laura: „(…) und 2/3 sind ja eigentlich auch 1/6 (…)“ 
(Z. 39). An dieser Stelle ist nicht zu erkennen, wie sie auf diese Schlussfolgerung 
kommt. Eine Idee, die womöglich dahinter stecken könnte, wäre, dass sie hier im 
ersten Augenblick 2/3 auf der Ebene von Zahlbeziehungen und -umformungen in 
1/6 umrechnen will. Auch im entsprechenden Interview mit Simon und Akin 
wird die Identität von 1/6 und 2/3 kurzfristig überlegt. Allerdings erscheint ihr 
diese Schlussfolgerung anscheinend merkwürdig, denn sie hinterfragt die Identi-
tät von 2/3 und 1/6 sofort selbst (Z. 39 und Z. 40 / 41; nicht abgedruckt). 
Die folgende Episode (Z. 42-48; nicht abgedruckt) beschäftigt sich mit Melanies 
Überprüfung der Gleichheit von 2/3 und 1/6. Vermutlich aufgrund dieser für sie 
letzten Unklarheit in ihrer Lösung vergewissert sich Laura noch einmal der Auf-
gabenstellung (Z. 49; nicht abgedruckt). 
 
Zeile 50-60: Die Lösung der Aufgabe 
50 I … Genau. Wie viel müssten die zusammen haben wenn er das wenn er 2/3 hat. 
51 M [flüstert] 2/3
52 L 2, ja, dann ja doch dann ist die Aufgabe irgendwie logisch… 
53 M … unverständlich; vielleicht: dann hat sie aber weniger] …
54 L …Weil dann hat die - Pia die hat er mit der Pia geteilt, ne, dann hätte die Pia die 

Hälfte von seinen 6 Bonbons. Also 3. Also wären´s insgesamt 9. Also - ja…  
55 M … [unverständlich; vermutlich: 6 müssten aber …]
56 L … etwas unlogisch gesagt, also - dann müssten, - also wenn das, wenn das 2/3 

wären diese 6 Bonbons hier, 2/3… 
57 I …mhm…
58 L … wären, äh 6 Bonbons davon wenn das 2/3 wären, dann müsste die 

Pia [gedehnt] nämlich weniger haben als der Ole´, also plus - 3 weil es 
sind insgesamt 6, also kommt das auf 9 raus, weil - 1/3 wären in dem 
Fall, also 1/3 wären in dem Fall äh - 3´ Bonbons, dann wären 2/3 6 
Bonbons und 3/3, also das Ganze 9 Bonbons… 
[Melanie zeichnet parallel (an der ersten Zeichnung Markierungen in 
blau und eine neue Zeichnung mit drei Reihen mit jeweils drei Bon-
bons).] 

  

59 I ...Mhm…
60 L … Also 9 Bonbons insgesamt - würde die dann - würden die dann haben. [guckt zu 

Melanie, die die ganze Zeit am Bild zeichnet; Melanie guckt auf, 6 sec] 
 
Nachdem die Interviewerin die Aufgabenstellung bestätigt (Z. 50), scheint nun 
für Laura ihre erarbeitete Lösung richtig und auch logisch nachvollzieh- und 
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begründbar zu sein und sie rekonstruiert die neun Bonbons erneut (Z. 52, 54, 58): 
Diesmal argumentiert sie über die unbekannte Anzahl der Bonbons von Pia, die 
noch zum zu bestimmenden Ganzen ergänzt werden müssen und die sie ins Ver-
hältnis zu den sechs Bonbons von Ole setzt (Z. 54). Sie konstruiert damit das 
Ganze aus den Teilen für die Anteile 1/3 und 2/3, d. h. das Ganze als Summe der 
Teile, die zu den Anteilen 1/3 und 2/3 gehören. 
Diese strukturelle Beziehung zwischen 1/3 und 2/3 als das Doppelte bzw. die 
Hälfte hat sie bereits für die erste Bestimmung der Lösung 9 zielführend genutzt. 

Das fehlende Drittel als Hälfte der vorgegebenen 2/3 rekonstruieren 
Laura spricht davon, dass Pia die Hälfte von Oles Bonbons hat und Ole mit Pia 
geteilt hat. Wie sie auf diese Lösung gekommen ist, lässt sich hier nur vermuten: 
Die im Hinblick auf den Verlauf des Interviews plausibelste Interpretation be-
steht darin, dass Laura nicht über das Teilen von Oles konkreten Bonbons argu-
mentiert, sondern über die Relationen der Anteile: Da Pia 1/3 der Bonbons haben 
muss, damit das Ganze 3/3 ist, und Ole 2/3 vom Ganzen hat, hat Pia die Hälfte 
seines Anteils, was auch der Hälfte seiner Bonbons entsprechen muss (nur der 
Anzahl und nicht seinen konkreten Bonbons, die ihm dann „weggenommen“ 
werden): Denn Anteil und Teil verhalten sich zueinander proportional, wenn das 
Ganze gleich bleibt.  
In einer erneuten Argumentationskette, die im Wesentlichen der soeben ausge-
führten entspricht, konstruiert sie das Ganze 9 erneut durch das Addieren der 
Bonbonanzahlen von Pia und Ole. Zum Schluss nennt sie für jedes einzelne 
Drittel den zugehörigen Teil und konstruiert und bestätigt damit ihre gefundene 
Lösung 9 als die Gesamtanzahl der Bonbons (Z. 58).  

Melanies Argumentation 
Melanie hat sich während dieser Argumentation bis auf drei Äußerungen (Z. 51, 
53, 55) zurückgehalten. Diese Stellen sind im Video nicht gut zu verstehen, da 
Melanie z. T. flüstert.  
Die Verteilungsstrategie des gerechten Teilens setzt sich in ihrer ersten Zeich-
nung fort, in der sie die bisher nicht rot markierten Bonbons (drei Bonbons der 
mittleren und drei der oberen Reihe) blau umrahmt (vgl. Z. 58). Anschließend 
verfolgt sie eine weitere Strategie, indem sie parallel zu Lauras Erklärungen 
ebenfalls eine Zeichnung mit neun Bonbons (drei Reihen mit je drei Bonbons) 
anfertigt (vgl. Z. 58).  
Diese zwei konzeptionell unterschiedlichen Bilder direkt hintereinander sind 
erstaunlich. Was Melanie bezweckt bzw. wie sie die Konstellation deutet und 
welche Lösung sie letztendlich annimmt, kann nicht erschlossen werden.  
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Zeile 61-80: Rückblick 
Der restliche Teil des Interviews beschäftigt sich mit der rückblickenden Erklä-
rung des ersten Lösungsansatzes. Hier zeigt sich, dass dieses Vorgehen proble-
matisch im Hinblick auf die daraus generierbaren Erkenntnisse ist (vgl. auch 
Selter / Spiegel 1997, S. 102, 108): Über das Interview hinweg hat Laura bereits 
mehrere Male auf verschiedenen Wegen die Lösung 9 für die Aufgabe bestimmt 
und verifiziert. Wenn man so an einem Problem arbeitet, kann es schwerfallen, 
sich im Nachhinein noch an einen bestimmten Arbeitsschritt oder Gedankengang 
zu erinnern – zumal dieser auch einfach ein spontaner Einfall gewesen sein kann.  
 
Zusammenfassende Interpretation 
Beide Mädchen identifizieren in diesem Abschnitt die der Aufgabe zugrunde 
liegende Struktur (Konstellation III) richtig, indem sie den Teil 6 als Teil eines zu 
bestimmenden Ganzen deuten. 
Laura scheint das ganze Gespräch über den Anteil 2/3 als den in der Aufgabe 
gegebenen Anteil im Blick zu behalten, während Melanie zumindest z. T. die 
Strategie zu verfolgen scheint, die Aufgabe in die bekannte Problemsituation mit 
gegebenem Stammbruch zu transformieren. Dabei ist allerdings unklar, ob der 
Grund dafür darin liegt, dass sie davon ausgeht, dass wenn sich der Anteil ändert, 
das Ganze trotzdem konstant bleiben muss (etwa da es insgesamt drei Drittel 
bleiben, die zusammen ein Ganzes ergeben). Weitere alternative Deutungen 
könnten sein, dass sie an eine andere Verteilungsstrategie denkt („gerechtes“ 
Teilen; hervorgerufen etwa durch die Formulierung der Aufgabe: „zusammen“) 
oder dass sie eine Art Vermeidungsstrategie verfolgt und das gestellte Problem 
auf einen bekannten Fall (die zuvor bearbeitete Rekonstruktion des Ganzen bei 
gegebenem Teil als Stammbruch) abändert. 

Komplexe operative Vorgehensweisen nutzen 
Die Aufgabe, das Ganze bei einem gegebenen Nicht-Stammbruch zu rekonstruie-
ren, fällt den Mädchen anscheinend schwerer als die Rekonstruktion des Ganzen 
bei einem Stammbruch: Die Konstellation erscheint deutlich schwieriger und 
auch zu einem guten Teil vom Denkweg her verwirrender. Sowohl an der Analy-
se der Sachsituation als auch der Interviewszene wird deutlich, dass es sich hier-
bei um einen hoch komplexen, kognitiv fordernden Prozess handelt: Es müssen 
gleichzeitig drei Relationen in den Blick genommen werden – die Beziehung 
zwischen Teil / Anteil, Anteil / Ganzem und Ganzem / Teil. Dieses Beziehungs-
geflecht macht – vor allem, wenn noch kein Standardverfahren zur Verfügung 
steht und eigenständiges inhaltliches Durchdringen der Situation gefordert ist – 
eine Lösung der Aufgabe durch operative Vorgehensweisen fruchtbar.  
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Zeile operative 
Vorgehensweisen 

Konstanten mögliche Strategie Konsequenz 

6-14 Anteil: 2/3 Æ 1/3 Teil: 6 Rückführen auf eine 
bekannte Konstellation 

nicht expliziert 

15-20 Anteil: 1/3 Æ 2/3 Teil: 6
 

Rückspringen zur ur-
sprünglichen Konstellation 

nicht expliziert 

21 Anteil: 2/3 Æ 1/3 Teil: 6
 

Rückführen auf eine 
bekannte Konstellation 

Ganzes: 18 

21 Anteil: 1/3 Æ 2/3 Teil: 6 Struktur übernehmen Ganzes: 18  
29-35 Ganzes:

18 Æ Hälfte von 18 
Teil: 6
Anteil: 2/3 

Struktur beibehalten und 
Ganzes anpassen 

Ganzes: 9 

37 Anteil: 1/3 + 2/3
Teil: 3 

Ganzes: 9 Ergänzen der 2/3 zum 
Ganzen und Berechnung, 
welcher Teil dann fehlen 
würde 

Ganzes: 9  
stimmt 

39 Teil vom Ganzen 
ausgehend be-
stimmen 

Ganzes: 9 
Anteil: 2/3 

2/3 berechnet von 9
(Wechsel der Konstellati-
on) 

Verifizierung 
der berechne-
ten 9 Bonbons 

47-60 Ganzes: 6
Anteil: 1/2 Æ 1/3 
vom gesuchten 
Ganzen 
Teil: 3 

Teil: 6
Anteil: 2/3 

Rekonstruktion des feh-
lenden Teils für 1/3 aus 
den bekannten 2/3; 1/3 ist 
die Hälfte von 2/3 

9 als Summe 
der Teile (Teil-
Rest bzw. 
Summe 1/3 + 
1/3 + 1/3) 

Tabelle 7-11: Überblick über Lauras operative Vorgehensweisen 
 
Dabei nutzt Laura sehr erfolgreich flexible operative Vorgehensweisen, indem sie 
verschiedene Komponenten der Konstellation austauscht, gegeneinander variiert 
und miteinander kombiniert, um weitere zu berechnen, zu bestätigen bzw. zu 
widerlegen (vgl. z. B. Z. 39 und Tab. 7-11 sowie Abb. 7-20): Der Tabelle kann 
ein Überblick über die operativen Vorgehensweisen von Laura entnommen wer-
den, die diese im Verlaufe der Episode vornimmt. Die erste Spalte bezieht sich 
auf die jeweilige Stelle im Transkript. Der zweiten Spalte können die operativen 
Variationen entnommen werden, d. h. eine Angabe darüber, welche Komponen-
ten der Konstellation Laura austauscht / variiert. Die dritte Spalte gibt die im 
Vergleich zur vorher betrachteten Konstellation unveränderten Komponenten an. 
Die vierte und fünfte Spalte beziehen sich auf die mit den operativen Vorge-
hensweisen möglicherweise verbundenen Strategien bzw. deren Konsequenzen. 
So betrachtet Laura zum Beispiel auch eine Teil-Rest-Zerlegung des Ganzen und 
berechnet die zum Ganzen fehlende Bonbonanzahl über das Halbieren vom Teil 
6 und vom Anteil 2/3 (Z. 54). Melanie nutzt diese Teil-Reststruktur nicht; sie 
scheint zumindest teilweise das gerechte Teilen als zentrale Verteilungsstrategie 
zu verfolgen (vgl. auch Abb. 7-20). Diese Strategie hilft ihr allerdings nicht wei-
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ter. Vielleicht ist das auch ein Grund dafür, dass sie den Anteil 1/3 so stark in den 
Fokus für die Konstruktion des Ganzen nimmt: Beim Teilen eines Ganzen in 3/3 
entstehen drei gleichgroße „gerechte“ Teile. 
Die Analyse dieser individuellen Bearbeitungsprozesse der beiden Mädchen 
geben damit Einblicke in mentale Operationen, die in dieser Tiefe und Komple-
xität nicht zu erwarten waren und auch in dieser Intensität nicht aus den schriftli-
chen Produkten hervorgehen. So ähnelt Lauras Bild, welches sie während ihres 
Lösungsprozesses anfertigt, Zeichnungen, die auch in der schriftlichen Erhebung 
angefertigt wurden (vgl. Code K), jedoch werden erst hier die komplexen Abläu-
fe deutlich, die zu deren Entstehung geführt haben können. 
Dies untermauert den Wert solcher Interviewanalysen für die Erhebung individu-
eller Denkwege und damit auch die Konstruktion von Lernumgebungen.  

 

 
 

Abb. 7-20: Strategien in der Argumentation von Melanie und Laura  
 

7.4 Verdichtung: Konstellation III mit diskretem Teil 
Die Analyse der schriftlichen Erhebung und der Interviews zeigt, wie vielfältig 
die Umsetzung von Konstellation III mit einem diskreten Teil sein kann. Dabei 

Tragfähiger Umgang mit der Bonbonaufgabe II 

Nicht tragfähiger Umgang mit der Bonbonaufgabe II 

Strategien und Strukturierungen 

Ganzes zum Stammbruch nutzen Strukturierung durch den Anteil nutzen 

Berechnetes Ganzes prüfen 

Teil-Rest-Struktur:  
2/3 und 1/3 ergeben 
zusammen das Ganze 

Einheiten:  
Das Ganze besteht 

aus 3 Dri eln 

Anteile zerlegen:  
1/3 ist die Häl e 

von 2/3 

Anderen Anteil nutzen 

Stammbruch:  
Der Anteil ist 1/3 

Stammbruch:  
Das Ganze für 2/3 ist 

dasselbe für 1/3 

Gerechtes Teilen 

Berechnetes Ganzes prüfen 
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ermöglichen die Analysen der Interviewsequenzen einen tieferen Einblick in die 
individuellen Strukturierungen der Beziehungen zwischen Teil, Anteil und Gan-
zem, während die schriftlichen Produkte eine Einordnung hinsichtlich der 
Reichweite der Phänomene ermöglichen. 
• Erfolgreiche Bearbeitung der Konstellation: Der quantitative Überblick 

zeigt, dass ca. 50 % der Lernenden für Item 2b bzw. 35 % für Item 2c im 
schriftlichen Test die richtige Zahllösung für das Ganze gefunden haben. Für 
die Rechenwege und Bilder sind es jeweils weniger, was z. T. auch darauf 
zurückzuführen sein könnte, dass die Lernenden diese Anforderung überle-
sen haben. Gleichwohl zeigt sich insgesamt, dass die Aufgabe nicht allen 
Lernenden leicht gefallen ist. 

• Vielfältige Strukturierungen: Die Lernenden können (auch bei nicht richti-
gen Lösungen, vgl. z. B. die Bearbeitung der Bonbonaufgabe durch Akin in 
7.3.2) potenziell Zusammenhänge zwischen den Komponenten herstellen 
und Einsichten in deren strukturelle Funktionsweisen besitzen bzw. gewin-
nen. So nutzen sie z. T. neben der Multiplikation von Zähler und Nenner 
auch weitere strukturierende Zusammenhänge zwischen den Anteilen, wie 
zum Beispiel das fortgesetzte Verdoppeln oder Bilden und Umbilden weite-
rer Einheiten (Codes V, RZ, R, H) oder das Erweitern als inhaltliches Hoch-
rechnen (Code E). 

• Operative Vorgehensweisen: Die Prozesse in den Interviews offenbaren die 
Komplexität der Generierung von Lösungen über operative Vorgehenswei-
sen. Letztere werden dabei genutzt, um Einsichten in die strukturellen Zu-
sammenhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem zu gewinnen. 

• Schwierigkeiten mit Nicht-Stammbrüchen: Einige strukturelle Zusammen-
hänge können für manche Lernenden eine Hürde darstellen, insbesondere, 
wenn sie den intuitiven Annahmen widersprechen. So bedeutet das Verdop-
peln des Anteils nicht auch ein Verdoppeln des Ganzen, wenn der Teil fest 
für den Anteil festgelegt ist. Manche Lernende scheinen jedoch einen gleich-
sinnigen Zusammenhang anzunehmen (vgl. Abschnitt 7.3.2).   
Hier liegt eine große Herausforderung für Strukturierungen bei Zählern grö-
ßer eins. Daher wird dieser von manchen Lernenden nicht (offensichtlich) in 
die Rechnung integriert (und statt dessen das Ganze zum Stammbruch be-
rechnet, Code nD) oder er wird auf andere Art und Weise eingerechnet 
(Code GG oder Y). Dabei zeigen die Prozessanalysen der Interviews, dass 
hinter der fehlerhaften syntaktischen Nutzung des Zählers durchaus inhaltli-
che Überlegungen stecken können.  
Auch in anderen Untersuchungen zeigen sich Schwierigkeiten von Lernen-
den im Zusammenhang mit dem Bestimmen des Ganzen: In einer Untersu-
chung von Hasemann mit Hauptschülerinnen und -schülern, denen eine 
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strukturgleiche, jedoch bildlich repräsentierte Aufgabe zur Bonbonaufgabe II 
zur Bearbeitung gegeben wurde, stellte sich heraus, dass diese Lernenden 
große Schwierigkeiten hatten, die Aufgabe zu bearbeiten (vgl. Hasemann 
1981). Zwar zeigen sich in der vorliegenden Erhebung im Gesamtbild aller 
Schülerinnen und Schüler andere Verteilungen der Lösungshäufigkeiten, je-
doch lassen auch hier die Ergebnisse Schwierigkeiten von Lernenden erken-
nen. Die Schwierigkeit der Berücksichtigung des Zählers ist dabei nicht auf 
Konstellation III beschränkt (siehe z. B. Padberg 2009, S. 99 ff. für Schwie-
rigkeiten bei der Berücksichtigung des Zählers für Konstellation I). Die 
Thematisierung der Bedeutung von Zähler und Nenner erscheint wichtig 
(vgl. auch Peter-Koop / Specht 2011, S. 18 bezogen auf kontinuierliche Tei-
le). 

• Relativer Bezug des Anteils auf das Ganze: Als hinderliche Vorstellung kann 
erneut die Überbetonung des Teils eines Ganzen identifiziert werden (vgl. 
Prediger 2008a). In den Bildern werden Teil und Anteil z. T. unverbunden 
dargestellt (Code TA). Teilweise werden – sowohl für die Rechenwege als 
auch die Bilder – auch Teile des Anteils mit dem Teil in Verbindung ge-
bracht (z. B. Code TT, T·A). 

• Verbindung verschiedener Qualitäten vom Ganzen: In der vorliegenden 
Studie lassen sich Hinweise dafür finden, dass Lernende beim Bearbeiten 
einer Konstellation zwischen verschiedenen Qualitäten des Ganzen wech-
seln. Dazu liefern sowohl die Interviews als auch die schriftlichen Bearbei-
tungen Hinweise: So kann eine Verbindung mit einem flächigen Ganzen in 
einem diskreten Kontext helfen, sich die Konstellation geeignet zu struktu-
rieren und Zusammenhänge herzustellen. Solche produktiven Verbindungen 
finden sich z. B. bei Aufgabe 2. Schwierigkeiten kann ein Wechsel dann be-
reiten, wenn Strategien, die nicht für alle Qualitäten des Ganzen gleicher-
maßen geeignet sind, auf andere Ganze übertragen werden (müssen).  

• Bilder: Das Anfertigen von Bildern kann helfen, sich Situationen zu Struktu-
rieren, ist aber kein Selbstläufer. 

Insgesamt verweisen die vielfältigen (operativen) Zugangsweisen auf ein großes 
Potenzial für einen flexiblen Umgang mit Brüchen.  
In den folgenden Abschnitten werden Produkte und Prozesse zu Konstellation III 
mit einem flächigen Teil / Ganzen dargestellt und vertieft analysiert. 
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7.5 Analysen der schriftlichen Produkte zur Bestimmung 
des Ganzen (flächiger Teil) 

In diesem Abschnitt werden die schriftlichen Bearbeitungen zu 
den Test-Items 3a und 3b sowie 4a und 4b vertieft analysiert. 
Dabei handelt es sich in beiden Fällen um einen flächigen Teil 
und einen Stammbruch, zu dem das Ganze bestimmt werden 
soll. Ähnliche Aufgaben finden sich auch z. T. im Zusammen-
hang mit der Konzeption von Unterrichtsreihen (z. B. Grass-
mann 1993b, Alexander 1997, Cramer et al. 2009) oder diag-
nostischen Interviews (z. B. Peter-Koop / Specht 2011). 
In Abschnitt 7.5.1 wird zunächst das für die Items 3a und 3b 
entwickelte Codierschema dargestellt. Im Abschnitt 7.5.2 fol-
gen die Darstellung der Ergebnisse und deren Interpretation. 
Die Abschnitte 7.5.3 und 7.5.4 für die Test-Items 4a und 4b 
sind analog aufgebaut. In Abschnitt 7.5.5 werden die beiden Aufgaben 3 und 4, 
die inhaltlich viele Gemeinsamkeiten besitzen, miteinander im Hinblick auf den 
Umgang mit Teil, Anteil und Ganzem verglichen.  

7.5.1 Auflistung der Codierung der Lösungen für die Items 3a und 3b 
Im Folgenden werden die Codes für die Lösungen zu den Items 3a und 3b für 
eine bessere Übersicht in einer tabellarischen Darstellung erklärt (Tab. 7-12 und 
7-13; für die Aufgabe vgl. Abb. 7-21). Die Codes werden durch die Zuordnung 
zu Kategorien tragfähig, im Ansatz tragfähig, nicht tragfähig, sonstige bzw. 
keine Angabe gewertet. Die Prozentangaben sind gerundet. 

 
Aufgabe 3                                              In dieser Aufgabe kannst du ohne Lineal zeichnen. 
a)   Tobi und seine Freunde haben sich Erdbeer-Sahne-Kuchen gekauft. Tobis Stück ist  
       vom ganzen Kuchen. Unten hat er sein Stück aufgezeichnet.  
       Wie könnte der ganze Kuchen aussehen? Zeichne ihn!  
b)   Mara und ihre Freundinnen haben sich auch Erdbeer-Sahne-Kuchen gekauft. 
      Maras Stück ist vom ganzen Kuchen. Unten hat sie ihr Stück aufgezeichnet.  
      Es ist genauso groß wie Tobis Stück. Wie könnte der ganze Kuchen aussehen?  
      Zeichne ihn!  

Abb. 7-21: Test-Items 3a und 3b 

1
3

1
6
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Besonderheiten der Codierung 
Einige Lernende haben ihre Lösungen mit Anteilen beschriftet, wobei diese Be-
schriftung nicht immer mathematisch korrekt ist. Da sie nicht Teil der Aufgaben-
stellung ist, bleibt sie bei der Codierung unberücksichtigt. 
Bei der Codierung werden Zeichenungenauigkeiten eingeräumt. So werden Lö-
sungen als tragfähig gewertet, auch wenn z. B. einzelne Quadrate leicht in der 
Größe abweichen, aber das Bauprinzip erkennbar ist. 

Lösungen zu Item 3a: Das Quadrat ist 1/3 – Ganzes gesucht  
Code 
Häufigkeit 
abs (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode) 
(von 153) 

Erläuterung des Codes                                            

Tragfähige Lösungen
I 
79x, 52 %  GeS_5 

Es werden 2 Quadrate horizontal oder vertikal zu einer 
Reihe ergänzt. (I-Form) 

L 
15x, 10 %  GeS_34 

Es werden 2 Quadrate zu einem Haken / L ergänzt.  
(L-Form) 

T 
5x, 3 %  GeS_45 

Es werden 2 Quadrate zu einem T ergänzt. (T-Form)  

IG 
3x, 2 %  GeS_151  

Es werden andere Formen, die insgesamt etwa die 
Größe des fehlenden Teils zum Ganzen haben an das 
Quadrat angezeichnet. (insgesamt Ganzes) 

U 
2x, 1 %  GeS_143 

Es werden zwei Quadrate ohne direkte Verbindung 
zueinander ergänzt. (unverbunden) 

Im Ansatz tragfähige Lösungen

nD 
2x, 1 % 

GeS_79 

Es werden mehr als 2 Quadrate ergänzt und ein neues 
Drittel innerhalb der so entstehenden Form durch 
Zusammenfassung mehrerer Quadrate zu einer neuen 
Einheit definiert. Die äußere Form des Ganzen ist ein 
Rechteck. (neues Drittel) 

Nicht tragfähige Lösungen

WG 
1x, 1 %  GeS_74 

Es werden weniger als 2 Quadrate ergänzt; die Größe / 
Form der Stücke wird z. T. beibehalten; teilweise wer-
den Stücke ergänzt, die eine andere Form haben. Z. T. 
ist das Ganze symmetrisch und ähnelt dem Ur-
sprungsquadrat. (weniger als das Ganze) 

MG 
5x, 3 %  

GeS_53  

Es werden mehr als 2 Quadrate ergänzt; die Größe / 
Form der Stücke wird z. T. beibehalten. Z. T. ist das 
Ganze symmetrisch und ähnelt dem Ursprungsquadrat.  
(mehr als das Ganze) 
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Code 
Häufigkeit 
abs (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode) 
(von 153) 

Erläuterung des Codes                                            

gget 
3x, 2 %  GeS_1  

Das Quadrat oder ein neues etwa gleich großes Quad-
rat wird in 3 Teile (gleich groß) geteilt. (gerecht geteilt) 

aget 
15x, 10 %  GeS_24 

Das Quadrat oder ein neues etwa gleich großes Quad-
rat wird ENTWEDER in 3 unterschiedlich große Stücke 
ODER in mehr oder weniger als 3 Stücke geteilt.  
(anders geteilt) 

fsonst 
3x, 2 % nicht tragfähige Lösungen sonstiger Art (sonstige falsche) 

Sonstige Lösungen

sonstD 
6x, 4 % 

GeS_13 

Sonstige Lösungen, bei denen die Darstellung geändert 
und ein Ganzes gezeichnet wird, das aus 3 (bzw. Teil b) 
6) gleich großen Stücken besteht. Das Quadrat wird 
nicht direkt genutzt. (sonstige Darstellungswechsel) 

sonstR 
4x, 3 %  

GeS_20 

Sonstige Lösungen, bei denen ein großes Rechteck 
neben das kleine Quadrat gemalt wird. Es wird aber 
keine Beziehung zwischen den beiden hergestellt.   
(sonstige Rechteck) 

sonst 
9x, 6 % Lösungen, die nicht einschätzbar sind (sonstige) 

Keine Angabe

kA 
1x, 1 % 

Es wird nichts hingeschrieben, die vorhandene Lösung wird wieder durchge-
strichen oder durch einen Kommentar wieder zurück genommen.  
(keine Angabe) 

Tabelle 7-12: Übersicht über die Codes für die Lösungen zu Item 3a 

Lösungen zu Item 3b: Das Quadrat ist 1/6 – Ganzes gesucht  
Code 
Häufigkeit 
abs (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode) 
(von 153) 

Erläuterung des Codes                                        

Tragfähige Lösungen
I 
18x, 12 % GeS_31  

Es werden 5 Quadrate horizontal zu einer Reihe 
ergänzt. (I-Form) 

R 
75x, 49 %  GeS_5  

Es werden 5 Quadrate zu einem Rechteck er-
gänzt (2 Reihen unter- bzw. nebeneinander mit 
jeweils 3 Quadraten). (Rechteck) 
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Code 
Häufigkeit 
abs (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode) 
(von 153) 

Erläuterung des Codes                                        

WZ 
5x, 3 %  

GeS_35 

Es werden 5 Quadrate zu anderen zusammen-
hängenden Formen ergänzt.   
(weitere zusammenhängende Formen) 

IG 
3x, 2 % 

GeS_16   

Es wird eine zusammenhängende Form der 
Größe von 5 Quadraten ergänzt.   
(insgesamt Ganzes) 

U 
1x, 1 %  

GeS_143 
Es werden 5 weitere Quadrate ergänzt, die nicht 
miteinander verbunden sind. (unverbunden) 

Nicht tragfähige Lösungen

MG 
6x, 4 % 

 GeS_86   

Es werden mehr als 5 Quadrate ergänzt; Größe / 
Form der Stücke wird z. T. beibehalten. Z. T. ist 
das Ganze symmetrisch und ähnelt dem Ur-
sprungsquadrat. (Mehr als ein Ganzes) 

WG 
3x, 2 % 

GeS_144 

 Es werden weniger als 5 Quadrate ergänzt; die 
Größe / Form der Stücke wird z. T. beibehalten; 
teilweise werden die Stücke unverbunden er-
gänzt. Z. T. ist das Ganze symmetrisch und ähnelt 
dem Ursprungsquadrat.  
(Weniger als ein Ganzes) 

gget 
10x, 7 %  GeS_26   

Das Quadrat wird in 6 Stücke geteilt (gleich groß).  
(gerecht geteilt) 

aget 
8x, 5 %  GeS_25  

Das Quadrat wird ENTWEDER in 6 Stücke (dabei 
sind die Teile unterschiedlich groß) oder in mehr 
oder weniger als 6 Stücke geteilt. (anders geteilt) 

AG 
4x, 3 % 

 
 
Es wird das für den Aufgabenteil a) richtige Gan-
ze übernommen (und z. T. auf 6 verteilt).  
(anderes Ganzes)  
 
GeS_70 

fsonst 
3x, 2 % nicht tragfähige Lösungen sonstiger Art (sonstige falsche) 
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Code 
Häufigkeit 
abs (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode) 
(von 153) 

Erläuterung des Codes                                        

Sonstige Lösungen

sonstD 
4x, 3 % GeS_13   

Sonstige Lösungen, bei denen die Darstellung 
geändert und ein Ganzes gezeichnet wird, das 
aus 3 (bzw. Teil b) 6) gleich großen Stücken 
besteht. Das Quadrat wird nicht direkt genutzt.  
(sonstige Darstellungswechsel) 

sonstR 
5x, 3 %  GeS_20 

Sonstige Lösungen, bei denen ein großes Recht-
eck neben das kleine Quadrat gemalt wird. Es 
wird aber keine Beziehung zwischen den beiden 
hergestellt. (sonstige Rechteck) 

sonst 
3x, 2 % Lösungen, die nicht einschätzbar sind (sonstige) 

Keine Angabe
kA 
5x, 3 % 

Es wird nichts hingeschrieben, die vorhandene Lösung wird wieder durchgestri-
chen oder durch einen Kommentar wieder zurück genommen. (keine Angabe) 

Tabelle 7-13: Übersicht über die Codes für die Lösungen zu Item 3b 

7.5.2 Ergebnisse und Interpretation zu den Items 3a und 3b 
In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der schriftlichen Erhebung darge-
stellt. Zunächst wird ein Überblick zu den Lösungshäufigkeiten gegeben. Den 
Schwerpunkt bilden anschließend die vertieften Analysen und Interpretationen 
der codierten Zeichnungen des Ganzen. Diese werden itemübergreifend verglei-
chend vorgenommen, wobei sich die Darstellung strukturell an den oben ange-
führten Kategorien orientiert. Abb. 7-22 kann die Verteilung der Bearbeitungen 
auf die Kategorien für die Items 3a und 3b entnommen werden.  
Beide Items wurden von der Mehrheit der Schülerinnen und Schüler erfolgreich 
bearbeitet: 104 von 153 Lernenden (ca. 68 %) haben Item 3a und 102 (ca. 67 %) 
haben Item 3b tragfähig gelöst. Insgesamt zeigt sich damit, dass die Items 3a und 
3b von dieser Gruppe im Allgemeinen gut bearbeitet wurden.  
Den Testunterlagen kann entnommen werden, dass von den 104 Jugendlichen, 
die Item 3a tragfähig bearbeitet haben, 90 auch Item 3b tragfähig bearbeitet ha-
ben. Umgekehrt gibt es 12 Lernende, die Item 3a nicht tragfähig oder im Ansatz 
tragfähig gelöst haben, wohl aber Item 3b. Der Anteil an sich scheint bei reiner 
Betrachtung der Lösungshäufigkeiten damit zunächst keinen größeren Einfluss 
auf die Bearbeitung der Aufgabe zu haben. Mit einem qualitativen Blick auf die 
Bearbeitungswege lassen sich jedoch Unterschiede ausmachen, wie die folgende 
qualitative Analyse der einzelnen Bearbeitungen zeigt. Für den Einsatz ähnlicher 
Aufgaben zu diagnostischen Zwecken vgl. z. B. Peter-Koop / Specht 2011. 
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Abb. 7-22: Zuordnung der Bearbeitungen zu Kategorien für die Items 3a und 3b 

 
Vertiefte Analyse der als tragfähig codierten Lösungen:  
Vielfältige tragfähige Formen des Ganzen  
Die Bilder zu den Items 3a und 3b werden hier und im Folgenden in schemati-
schen Darstellungen kategorienweise pro Item dargestellt und bei Bedarf ergän-
zend genauer beschrieben (vgl. Tab. 7-14). Dabei handelt es sich mit wenigen 
Einschränkungen um die Nachbildung beispielhafter Originallösungen. Die Ein-
schränkungen beziehen sich dabei darauf, dass pro Code nur eine Lösung darge-
stellt wird. Damit wird eine Auswahl der unter diesen Code fallenden Lösungen 
getroffen, an der das codierte gemeinsame Merkmal gut sichtbar wird.  
Das Ganze wird durch einen dicken Rahmen dargestellt; das vorgegebene Quad-
rat ist gefärbt. Gestrichelte Linien deuten die Strukturierung des Ganzen an. 
Diese Festlegungen gelten sinngemäß auch für die Darstellungen der Codes der 
anderen Kategorien für die Items 3a und 3b.  

Häufige und weniger häufige Realisierungen des Ganzen 
Die Realisierungen des tragfähigen Ganzen sind – da die Aufgabe offen gestellt 
wurde – vielfältig: Es werden zusammenhängende (kontinuierliche (strukturier-
te): Codes I, L, T, IG für Item 3a; Codes I, R, WZ, IG für Item 3b) oder unzu-
sammenhängende (diskrete: Code U) Ganze gezeichnet, bei denen mehrere Stü-
cke ergänzt wurden, die zusammen die Größe von zwei bzw. fünf Quadraten 
haben (meist ebenfalls Quadrate). Die zusammenhängenden Formen überwiegen 
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dabei. Die unverbundenen Lösungen (Code U) können auf eine diskrete Vorstel-
lung des Ganzen verweisen, welche eventuell durch den Kontext der Kuchenstü-
cke hervorgerufen wird.  
Die große Präferenz für die Lösungen vom Code I (Item 3a) bzw. Code R (Item 
3b) kann u. U. zum einen auf die Einfachheit des Zeichnens dieser Formen und 
zum anderen auf deren Nähe zur ursprünglichen Form des Teils zurückgeführt 
werden (jeweils Rechtecke). Umgekehrt kann das geringere Vorkommen des 
Ganzen nach Code L darauf hinweisen, dass diese Form von manchen Lernenden 
als „komisch“ angesehen wird, da dort eine „unvollständige“ (geometrische) 
Form entsteht. Für eine nähere Betrachtung dieses Phänomens siehe auch die in 
den Abschnitten 7.6.1 bzw. 7.6.2 analysierten Interviews. 
Meist werden weitere Quadrate ergänzt; nur wenige Lösungen (Codes IG und U) 
nutzen andere Formen oder eine andere Anzahl der zu ergänzenden Teile. 
Bemerkenswert ist insgesamt, dass die Mehrheit der Lernenden das Ganze als 
aus einzelnen identifizierbaren Stücken – unverbunden oder nicht – zusammen-
gesetzt darstellt. Das kann ebenfalls zum einen aus dem Kontext resultieren, zum 
anderen aber auch als Begründung für die Lösung dienen. 
 

Code und Häufigkeit (Prozentangaben gerundet) Einschät-
zung Graphische Repräsentation des Ganzen: schematische Deutung

Richtige Identifikation der Teil-Ganzes-Beziehung

tragfähig 

I 
79x, 52 % 

L
15x, 10 % 

T 
5x, 3 % 

IG
3x, 2 % 

U
2x, 1 % 

1/3 

  
I 

18x, 12 % 
R

75x, 49 % 
WZ

5x, 3 % 
IG

3x, 2 % 
U

1x, 1 % 
1/6 

 

Tabelle 7-14: Überblick über die Codes der Kategorie tragfähig für Item 3a und 3b 
 
Vertiefte Analyse der als im Ansatz tragfähig codierten Lösungen:  
Definieren eines neuen Drittels 
In der Kategorie im Ansatz tragfähig wurden zwei Bearbeitungen mit dem Code 
nD erfasst. Die beiden Jugendlichen, deren Lösungen mit diesem Code erfasst 
werden, nutzen das vorgegebene Quadrat als einen Teil vom Ganzen (Rechteck), 
definieren aber gleichzeitig auch ein neues Drittel (einmal auch als „Kuchen-
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schicht“ bezeichnet; vgl. die schematische Darstellung in Tab. 7-15). Diese Art 
der Realisierung des Ganzen kann in der vorliegenden Erhebung nur für den 
Anteil 1/3 festgestellt werden und nur für das Quadrat. 
 

Tabelle 7-15: Überblick über die Kategorie im Ansatz tragfähig für Item 3a 
 
Vertiefte Analyse der als nicht tragfähig codierten Lösungen:  
Nichterhalt der Gesamtfläche, fehlerhafte Zusammenhänge, Umdeutungen  
Tabelle 7-16 kann ein Gesamtüberblick über die in dieser Erhebung vorkom-
menden Lösungen entnommen werden, welche als nicht tragfähig in Bezug auf 
den Umgang mit Teil, Anteil und Ganzem eingeschätzt wurden. Bei den Codes 
MG und WG deuten die dicken gestrichelten Linien an, dass der zugehörige Teil 
für das mathematisch tragfähige Ganze zu viel oder zu wenig vorhanden ist. 
 

Code und Häufigkeit (Prozentangaben gerundet) Einschät-
zung Graphische Repräsentation des Ganzen: schematische Deutung

Falsche Identifikation der Teil-Ganzes-Beziehung 

nicht tragfähig 

 WG
1x, 1 % 

MG
5x, 3 % 

gget
3x, 2 % 

aget
15x, 10 % 

fsonst
3x, 2 % 

1/3 

  
 

AG 
4x, 3 % 

WG
3x, 2 % 

MG
6x, 4 % 

gget
10x, 7 % 

aget
8x, 5 % 

fsonst
3x, 2 % 

1/6 

  
 

Tabelle 7-16: Überblick über die Codes der Kategorie nicht tragfähig für Item 3a und 3b 
 

Code und Häufigkeit (Prozentangaben gerundet) Einschät-
zung  Graphische Repräsentation des Ganzen: schematische Deutung

Im Ansatz tragfähige Umdeutung der Teil-Ganzes-Beziehung im Ansatz 
tragfähig 

nD 
2x, 1 % 1/3 
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Nichterhalt der Gesamtfläche und fehlerhafte Zusammenhänge 
Mit dem Code MG werden diejenigen Lösungen erfasst, bei denen Lernende 
mehr Fläche ergänzt haben, als es ein mathematisch korrektes Ganzes erfordern 
würde. Sie liefern Hinweise darauf, dass hier u. U. ähnlich wie bei Code nD 
Formbeziehungen zwischen dem vorgegebenen Teil und dem zu konstruierenden 
Ganzen hergestellt werden. Für Item 3b ist der Code MG weniger häufig und 
auch von seiner äußeren Gestalt verweist er nicht immer so sehr auf eine Form-
nähe zwischen dem vorgegebenen Teil und dem gesuchten Ganzen. 
Der Code WG beschreibt Lösungen, bei denen weniger Fläche ergänzt wurde, als 
für ein mathematisch korrektes Ganzes nötig wäre. In drei von vier Fällen (bei 
zwei Aufgabenteilen) ist das entstehende Ganze ein Quadrat. 
Bearbeitungen, die mit dem Code AG erfasst wurden, stellen einen mathematisch 
nicht tragfähigen Zusammenhang zwischen den beiden „Kuchensituationen“ her. 

Umdeutung der Konstellation  
Mit den Codes gget bzw. aget werden die Lösungen codiert, bei denen die Ler-
nenden das Quadrat nicht ergänzt, sondern aufgeteilt haben. Damit haben sie 
auch die Konstellation verändert: Der Teil wird zum Ganzen. 
Im Fall von Code gget wird das Verteilen des vorgegebenen Quadrates mathema-
tisch korrekt vorgenommen. Dabei ist auffällig, dass hier kein Schüler / keine 
Schülerin nur ein Drittel bzw. Sechstel im Quadrat eingezeichnet hat, sondern 
dass immer drei bzw. sechs gleich große Stücke eingezeichnet wurden. Dabei 
wird nicht immer eines der so entstehenden Stücke auch markiert, so dass sich 
hier u. U. auch eine für Brüche typische Fehlvorstellung manifestieren kann: 
„1/3 bedeutet ein Ganzes, das in drei Teile aufgeteilt ist“. Das würde bedeuten, 
dass diese Lernenden den Anteil mit der Zerlegung des Ganzen identifizieren. 
Dabei wird diese Strategie häufig bei schwachen Lernenden beobachtet und als 
Ausweichen auf natürliche Zahlen gedeutet (s. Wartha 2007, S. 53).  
Mit dem Code aget wird eine weitere Gruppe von Lösungen codiert, bei denen 
das Quadrat zwar auch aufgeteilt wird, diese Aufteilung jedoch entweder aus 
ungleich großen Stücken besteht oder mehr als drei bzw. sechs Stücke innerhalb 
des Quadrates umfasst. Hier wird nicht nur die Konstellation uminterpretiert, 
sondern es wird auch der Anteil verändert bzw. es gibt Anzeichen dafür, dass 
Schülerinnen und Schüler das neue Quadrat-Ganze auch z. T. noch einmal um-
deuten und nur Teile des Quadrates als Ganzes nutzen (vgl. Code ENKG für Item 
1a bzw. 1b).  
Die Bearbeitungen, welche mit dem Code sonstB codiert wurden, sind nicht 
eindeutig: Neben das vorgegebene Quadrat wird ein Kreis gezeichnet, der in drei 
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bzw. sechs gleich große Stücke geteilt wird. Eventuell kann dies darauf hindeu-
ten, dass auf die Form des Kreises als Darstellungsmittel ausgewichen wird und 
das Darstellen von 1/3 bzw. 1/6 von einem Ganzen im Zentrum steht (vgl. auch 
den Interviewausschnitt in Abschnitt 7.6.1). 
 
Zwischenfazit 
Insgesamt zeigt sich bei der Analyse der Items 3a und 3b eine Vielzahl von Lö-
sungen und Phänomenen, die auf individuelle Vorstellungen vom Ganzen ver-
weisen können. Einige von ihnen gehen über die aus fachlicher Sicht tragfähigen 
Anforderungen an das Ganze hinaus, was z. T. auch das Anfertigen tragfähiger 
Lösungen behindern kann: 
• Vielzahl tragfähiger Lösungen: Die Mehrheit der Lernenden (ca. 68 % für 

Item 3a und ca. 67 % für Item 3b) konnten im schriftlichen Test die Aufgabe 
tragfähig bearbeiten. 

• Formenvielfalt: Es lassen sich vielfältige Realisierungen des Ganzen in 
dieser Erhebung unterscheiden (jeweils fünf codierte Gruppen für Item 3a 
bzw. 3b). Dabei werden meist einzelne Stücke der Ausgangsform direkt an 
die vorhandene Form ergänzt (strukturiertes kontinuierliches Ganzes; z. B. 
Code I mit 52 % der Bearbeitungen für Item 3a bzw. 12 % für Item 3b). 

• Bedingungen an das Ganze: In dieser Untersuchung gibt es Hinweise da-
rauf, dass Lernende z. T. individuelle Forderungen an das Ganze stellen, die 
über die mathematisch notwendigen Kriterien hinausgehen. So scheinen 
manche Lernende z. B. als Ganzes eine zum vorgegebenen Teil ähnliche 
Form anzustreben. Dabei können auch mathematisch nicht tragfähige Lö-
sungen entstehen (z. B. Code nD oder Codes MG / WG). 

• Umdeutung der Konstellation: Die Umdeutung der Konstellation in eine 
Verteilungssituation stellt in beiden Aufgabenteilen die häufigste fehlerhafte 
Lösung in dieser Erhebung dar (Codes aget, gget). Das Darstellungsmittel 
wird eher selten gewechselt (Codes sonstD, sonstR). Im Gegensatz zu den 
Items 2b und 2c (Abschnitt 7.2 bzw. 7.3), wo sich der Wechsel des Darstel-
lungsmittels z. T. als hilfreich erwies, verstellt er hier den Blick für das We-
sentliche der Aufgabe. 

• Zusammenhänge zwischen verschiedenen Konstellationen: Sie lassen sich in 
dieser Erhebung nur vereinzelt nachweisen und betreffen sowohl tragfähige 
Übertragungen von Strukturen als auch nicht tragfähige (Codes IG bzw. 
AG). 

Neben diesen Schwierigkeiten und Potenzialen auf der Vorstellungsebene gibt es 
auch auf struktureller Ebene im Hinblick auf die Durchdringung von Zusam-
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menhängen zwischen Teil, Anteil und Ganzem sowohl Chancen als auch Hürden: 
Durch den Vergleich von Strukturen kann ein tiefergehendes Verständnis von 
Zusammenhängen zwischen Teil, Anteil und Ganzem erreicht werden (z. B. „Das 
Ganze zum Anteil 1/6 ist jetzt doppelt so groß wie das zum Anteil 1/3“; vgl. auch 
Kapitel 8). Gleichzeitig zeigt sich aber auch, dass diese Sichtweise kein Selbst-
läufer ist.  

7.5.3 Auflistung der Codierung der Lösungen für die Items 4a und 4b 
Im Folgenden werden die Codes für die Lösungen zu den Items 4a und 4b für 
eine bessere Übersicht in einer tabellarischen Darstellung erklärt (vgl. Tab. 7-17 
und 7-18; bei den Prozentangaben handelt es sich um gerundete Werte; für die 
Aufgabe vgl. Abb. 7-23). Die Codes werden den Kategorien tragfähig, vermut-
lich tragfähig, im Ansatz tragfähig, nicht tragfähig, sonstige und keine Angabe 
zugeordnet.  
 
Besonderheiten bei der Codierung 
Bei der Codierung der Antworten werden erneut Zeichenungenauigkeiten einge-
räumt. Die Kategorie vermutlich tragfähig wurde dabei für diese Aufgabe zusätz-
lich eingeführt: So weisen die Lösungen, die dieser Kategorie zugeordnet wur-
den, Besonderheiten auf, die zum einen von einem mathematisch tragfähigen 
Ganzen stärker abweichen als eine reine Zeichenungenauigkeit oder weitere 
Flächen beinhalten, die vermutlich Füllflächen darstellen. Zum anderen lassen 
sich aber tragfähige mathematische Grundstrukturen erkennen. Dabei scheint das 
wesentliche Kriterium für die Gestaltung zu sein, dass das Ganze eine besondere 
Form erhält. Es werden somit vermutlich individuelle und mathematische An-
sprüche gegeneinander ausgehandelt. 
 

Aufgabe 4                                              In dieser Aufgabe kannst du ohne Lineal zeichnen. 
Das Dreieck unten ist ein Viertel. Wie könnte das Ganze aussehen? Zeichne es! 
 

Jetzt ist das Dreieck ein Achtel. Wie könnte das Ganze jetzt aussehen? Zeichne es!
 

Abb. 7-23: Test-Items 4a und 4b 
 
Analog zu den Items 3a bzw. 3b wird eine Beschriftung der Zeichnung bei der 
Codierung nicht berücksichtigt. Ebenfalls bleibt unberücksichtigt, ob das vorge-
gebene Dreieck in die Zeichnung direkt einbezogen wird oder ob neu gezeichnet 
wird, solange der Bezug klar ist, da in der Aufgabenstellung nicht vorgegeben 
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wurde, ob das vorgegebene Dreieck für die Zeichnung genutzt werden soll (für 
einen unklaren Bezug vgl. Code sonstDr).  

Lösungen zu Item 4a: Das Dreieck ist 1/4 – Ganzes gesucht  
Code 
Häufigkeit 
abs (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode) 
(von 153) 

Erläuterung des Codes                                               

Tragfähige Lösungen
D 
31x, 20 %  GeS_24 

Es werden 3 Dreiecke zu einem größeren Dreieck er-
gänzt. (Dreieck) 

Z 
37x, 24 %  

GeS_62 

Es werden 3 Dreiecke ergänzt. Die Dreiecke werden 
immer Spitze an Basis umgedreht nebeneinander ge-
zeichnet. (Zickzack) 

S 
5x, 3 %  GeS_34 

Es werden 3 Dreiecke ergänzt. Die Dreiecke werden mit 
einer Spitze an einem gemeinsamen Punkt und Seiten-
kante an Seitenkante ausgerichtet. (Spitze an Spitze) 

rsonst 
8x, 5 %  

GeS_29 

Sonstige richtige Bearbeitungen: Es werden ENTWEDER 
Dreiecke in anderer Art und Weise ergänzt (z. B. nicht an 
den Kanten zusammenhängend) ODER es werden mehr 
oder weniger Stücke ergänzt, aber diese Stücke zusam-
men sind in etwa so groß wie das zum Ganzen fehlende 
Stück ODER es werden mehrere richtige Lösungen 
angeboten. (sonstige tragfähige) 

Vermutlich tragfähige Lösungen

sGS 
3x, 2 %  

GeS_99  

Es werden 3 Dreiecke ergänzt; Form und Größe der 
Stücke erscheinen leicht angeglichen für ein „schönes 
Ganzes“: Halbes Achteck; es wird vermutlich eine glatte 
Kante angestrebt. (schönes Ganzes Spitze an Spitze) 

sGW 
4x, 3 %  

GeS_39  

Es werden 3 Dreiecke ergänzt; Form und Größe der 
Stücke werden z. T. aufgegeben für ein „geometrisch 
schönes Ganzes“: z. B. Quadrat oder Rechteck; die 
Größe kommt aber insgesamt ungefähr hin.   
(schönes Ganzes weitere Formen) 

SK 
1x, 1 % 

 
GeS_27 

Es werden 3 größere Dreiecke um das Dreieck gezeich-
net; das ursprüngliche Dreieck liegt innerhalb der anderen 
Dreiecke (Sonderfall: Es werden auch Dreiecke innerhalb 
des vorgegebenen Dreiecks eingezeichnet). (Skalieren)  
 

LF 
1x, 1 %  

GeS_86 

Es werden 3 Dreiecke ergänzt. Dabei enthält das entste-
hende Ganze weitere Formen, die vermutlich „Lückenfül-
ler“ sind und für das Ganze nicht zählen. (Lücken-Füller) 
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Code 
Häufigkeit 
abs (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode) 
(von 153) 

Erläuterung des Codes                                               

Im Ansatz tragfähige Lösungen

AnzS 
4x, 3 %  

GeS_26  
 

Das Dreieck wird durch 3 Stücke ergänzt, die allerdings 
eine andere Größe haben. Größe und Form sind stark 
verändert oder die ergänzte Fläche entspricht nicht 3 
Dreiecken. Die Abweichung von dem mathematisch korrek-
ten Ganzen ist größer als bei sGW. (Anzahl Stücke) 

Nicht tragfähige Lösungen

MG 
5x, 3 % GeS_35 

Es werden mehr als 3 Dreiecke ergänzt und die Größe / 
Form der Stücke wird nicht angeglichen.   
(mehr als das Ganze) 

WG 
6x, 4 %  GeS_1 

Dem Dreieck werden noch weitere Stücke hinzugefügt, 
die zusammen weniger als 3 Dreiecke ergeben und / oder 
unterschiedlich groß sind. (weniger als das Ganze) 

gget 
3x, 2 %  GeS_43 

Das Dreieck wird in 4 Stücke geteilt. Dabei sind alle 4 
Stücke gleich groß. (gerecht geteilt) 

aget 
14x, 9 % 

 GeS_75 

Das Dreieck wird ENTWEDER in 4 Stücke geteilt. Dabei 
sind die Stücke unterschiedlich groß. ODER es wird in 
mehr oder weniger als 4 Stücke geteilt. (anders geteilt) 

fsonst 
2x, 1 % nicht tragfähige Lösungen sonstiger Art (sonstige falsche) 

Sonstige Lösungen

sonstD 
3x, 2 % 

 GeS_104 

Sonstige Lösungen: Lösungen, bei denen die Darstellung 
geändert und ein neues Ganzes gezeichnet wird, das aus 
4 Stücken besteht. Das Dreieck wird nicht direkt genutzt.  
(sonstige Darstellungswechsel) 

sonstDr 
5x, 3 % 

 GeS_20 

Sonstige Lösungen: Es wird ein großes Dreieck neben 
das kleine Dreieck gemalt, aber es wird keine Beziehung 
zwischen den beiden hergestellt. (sonstige Dreieck) 

sonst 
9x, 6 % 

GeS_22 

Sonstige Lösungen, die nicht zu interpretieren sind: Es 
werden 2 Lösungen angegeben (eine richtig, eine falsch 
und keine durchgestrichen) oder es ist nicht entscheidbar, 
ob die Strategie tragfähig ist, was zum Ganzen gehört, 
usw.. (sonstige) 

Keine Angabe
kA 
12x, 8 % 

Die Aufgabe wird nicht verstanden, nicht gekonnt, als nicht lösbar empfunden 
oder nicht bearbeitet. (keine Angabe) 

Tabelle 7-17: Übersicht über die Codes für die Lösungen zu Item 4a 
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Lösungen zu Item 4b: Das Dreieck ist 1/8 – Ganzes gesucht 
Code 
Häufigkeit 
abs (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode) 
(von 153) 

Erläuterung des Codes                                               

Tragfähige Lösungen

R 
9x, 6 %  GeS_63 

Es werden 7 Dreiecke zu einer Raute / gespiegelten 
Dreieck ergänzt. (Raute) 

AD 
8x, 5 %  GeS_118  

Es werden 7 Dreiecke ergänzt zu einem (z. T. lie-
genden) Dreieck mit einer abgeschnittenen Spitze. 
(abgeschnittenes Dreieck) 

Z 
27x, 18 % 

 
GeS_49 

Es werden 7 Dreiecke ergänzt. Die Dreiecke werden 
immer Spitze an Basis umgedreht nebeneinander 
gezeichnet. (Zickzack) 

GZ 
11x, 7 %  GeS_15  

Es werden 7 Dreiecke ergänzt. Die Dreiecke werden 
zu viert immer Spitze an Basis umgedreht aneinan-
der gelegt. Die beiden 4er Gruppen werden unterei-
nander gezeichnet. (Gespiegelt Zickzack) 

rsonst 
14x, 9 % 

GeS_67 
 

Sonstige richtige Bearbeitungen: Es werden 
ENTWEDER Dreiecke in anderer Art und Weise 
ergänzt (z. B. nicht an den Kanten zusammenhän-
gend). ODER es werden mehr oder weniger Stücke 
ergänzt, aber diese Stücke zusammen sind in etwa 
so groß wie das zum Ganzen fehlende Stück ODER 
es werden mehrere richtige Lösungen angeboten.  
(sonstige tragfähige) 

Vermutlich tragfähige Lösungen

sGS 
8x, 5 %  GeS_4  

Es werden 7 Dreiecke ergänzt; Form und Größe der 
Stücke erscheinen leicht angeglichen für ein „schö-
nes Ganzes“: Achteck oder Siebeneck mit weiterem 
Stück; es wird vermutlich eine glatte Kante ange-
strebt. (schönes Ganzes Spitze an Spitze) 

sGW 
2x, 1 % 

 GeS_125  

Es werden 7 Dreiecke ergänzt; Form und Größe der 
Stücke werden z. T. aufgegeben für ein „schönes 
Ganzes“: z. B. Rechteck; Größe kommt insgesamt 
ungefähr hin. (schönes Ganzes weitere Formen)  

SK 
1x, 1 % 

GeS_27 

Es werden 7 größere Dreiecke um das 
Dreieck gezeichnet; das ursprüngliche 
Dreieck liegt innerhalb der anderen 
Dreiecke. (Skalieren) 
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Code 
Häufigkeit 
abs (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode) 
(von 153) 

Erläuterung des Codes                                               

Im Ansatz tragfähige Lösungen

AnzS 
2x, 1 % 

GeS_91 

Das Dreieck wird durch 7 Stücke ergänzt, die aller-
dings eine andere Größe haben. Größe und Form 
sind stark verändert oder die ergänzte Fläche ent-
spricht nicht 7 Dreiecken. Die Abweichung von dem 
mathematisch korrekten Ganzen ist größer als bei 
sGW. (Anzahl Stücke) 

Nicht tragfähige Lösungen

MGD 
4x, 3 %  GeS_133 

Es werden mehr als 7 Dreiecke ergänzt und die 
Größe / Form der Stücke wird nicht angeglichen. 
Das Ganze ist wieder ein Dreieck.   
(mehr als das Ganze, Dreieck) 

MG 
4x, 3 % 

GeS_9 

Es werden mehr als 7 Dreiecke ergänzt und die 
Größe / Form der Stücke wird nicht angeglichen. 
Das Ganze ist symmetrisch. (mehr als das Ganze) 

WG 
9x, 6 % 

 GeS_35 

Dem Dreieck werden noch weitere Stücke hinzuge-
fügt, die zusammen weniger als 7 Dreiecke ergeben 
und / oder unterschiedlich groß sind.   
(weniger als das Ganze) 

AG 
5x, 3 %  GeS_1 

Es wird dasselbe Ganze angegeben, wie für den 
Anteil 1/4. (altes Ganzes) 

aget 
14x, 9 % 

 GeS_77 

Das Dreieck wird ENTWEDER in 8 Stücke geteilt. 
Dabei sind die Stücke unterschiedlich groß. ODER 
es wird in mehr oder weniger als 8 Stücke geteilt.  
(anders geteilt) 

fsonst 
4x, 3 % nicht tragfähige Lösungen sonstiger Art (sonstige falsche) 

Sonstige Lösungen

sonstD 
1x, 1 % 

GeS_57 

Sonstige Lösungen: Lösungen, bei denen die Dar-
stellungsart geändert und ein neues Ganzes ge-
zeichnet wird, das aus 8 Stücken besteht.   
(sonstige Darstellungswechsel) 

sonstDr 
4x, 3 % 

 GeS_20 

Sonstige Lösungen: Es wird ein großes Dreieck 
neben das kleine Dreieck gemalt, aber es wird keine 
Beziehung zwischen den beiden hergestellt. Z. T. ist 
diese Form aber größer als die Form bei Teil a), 
wenn diese Lernenden dort genauso gearbeitet 
haben. (sonstige Dreieck) 
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Code 
Häufigkeit 
abs (rel.) 

Beispiel für Code 
(inkl. Individualcode) 
(von 153) 

Erläuterung des Codes                                               

sonst 
8x, 5 % 

 GeS_78 

Sonstige Lösungen, die nicht zu interpretieren sind: 
Es werden 2 Lösungen angegeben (eine richtig, 
eine falsch und keine durchgestrichen) oder es ist 
nicht entscheidbar, ob die Strategie tragfähig ist, 
was zum Ganzen gehört, usw.. (sonstige) 

Keine Angabe
kA 
18x, 12 % 

Die Aufgabe wird nicht verstanden, nicht gekonnt, als nicht lösbar empfunden 
oder nicht bearbeitet. (keine Angabe) 

Tabelle 7-18: Übersicht über die Codes für die Lösungen zu Item 4b 

7.5.4 Ergebnisse und Interpretation zu den Items 4a und 4b  
In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der schriftlichen Erhebung darge-
stellt. Zunächst wird ein Überblick zu den Lösungshäufigkeiten gegeben. Den 
Schwerpunkt des Abschnitts bilden die vertieften Analysen und Interpretationen 
der codierten Zeichnungen. Da die Items 4a und 4b viele Gemeinsamkeiten mit 
den Items 3a und 3b aufweisen und die Bearbeitungen z. T. ähnliche Phänomene 
offenbaren, wird die Darstellung der Ergebnisse hier verkürzt.  
 

 
Abb. 7-24: Zuordnung der Bearbeitungen zu Kategorien für die Items 4a und 4b 
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Abb. 7-24 kann die Verteilung der Lösungen auf die Kategorien entnommen 
werden: Ca. 53 % der Lernenden haben Item 4a und ca. 45 % haben Item 4b 
tragfähig bearbeitet. Zu den potenziell tragfähigen Bearbeitungen kommen noch 
die Bearbeitungen der Kategorie vermutlich tragfähig hinzu, so dass sich die 
Zahl erfolgreicher Bearbeitungen auf 59 % bzw. 52 % erhöht. Dennoch bleibt 
damit ein leichter Abfall der Lösungserfolge von Item 4a zu 4b bestehen. 72 
Schülerinnen und Schüler (ca. 47 %) haben beide Aufgabenteile tragfähig oder 
vermutlich tragfähig gelöst. Für Item 4a sind 20 % der Bearbeitungen als nicht 
tragfähig eingestuft worden; für Item 4b sind es ca. 26 %. Ca. 8 % der Lernen-
den haben Item 4a und ca. 12 % haben Item 4b nicht bearbeitet.  
 
Vertiefte Analyse der als tragfähig codierten Lösungen:   
Vielfältige tragfähige Formen des Ganzen 
Tabelle 7-19 kann eine schematische Übersicht über die einzelnen Codes der 
Kategorie tragfähig, deren beispielhafte Realisierungen und Häufigkeiten ent-
nommen werden (vgl. auch die entsprechenden Tabellen in Abschnitt 7.5.2; die 
dort aufgeführten Festlegungen für die Darstellung gelten hier sinngemäß).  
Das Ganze wird auf vielfältige Weisen bestimmt, wobei sowohl zusammenhän-
gende als auch nicht zusammenhängende Formen (unter Code rsonst erfasst) 
erzeugt werden. Darüber hinaus können Lösungen unterschieden werden, bei 
denen drei / sechs Dreiecke oder mehr bzw. weniger als drei / sechs Stücke er-
gänzt werden, bei denen die Größe des Ganzen aber ungefähr stimmt (Code 
rsonst).  
 

Code und Häufigkeit (Prozentangaben gerundet) Einschät-
zung  Graphische Repräsentation des Ganzen: schematische Deutung

Richtige Identifikation der Teil-Ganzes-Beziehung

tragfähig 

D 
31x, 20 % 

Z
37x, 24 % 

S
5x, 3 % 

 

rsonst
8x, 5 % 

1/4 

   + 3 

R 
9x, 6 % 

Z
27x, 18 % 

GZ 
11x, 7 % 

AD
8x, 5 % 

rsonst
14x, 9 % 

1/8 

 + 7 

Tabelle 7-19: Übersicht über die tragfähigen Bearbeitungen für Item 4a und 4b 
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Vertiefte Analyse der als vermutlich tragfähig codierten Lösungen:  
Besonderheiten bei der Gestaltung des Ganzen 
Die Bearbeitungen, die der Kategorie vermutlich tragfähig zugerechnet wurden, 
deuten darauf hin, dass einige Lernende dem von ihnen gezeichneten Ganzen 
besondere Eigenschaften – bewusst oder unbewusst – zuschreiben. Für diese 
Codes wurde keine tabellarische Übersicht angefertigt; hier ist eine schematische 
Darstellung oftmals nicht so möglich, dass daraus das Besondere der Zeichnun-
gen deutlich würde. Insgesamt wurden dieser Kategorie neun Bearbeitungen für 
Item 4a und elf Bearbeitungen für Item 4b zugerechnet.  

Füllflächen 
Bei Lösungen vom Code LF sind zwar drei Dreiecke ergänzt worden, allerdings 
wurden die einzelnen Dreiecke so miteinander verbunden, dass ein eingeschlos-
senes Quadrat entsteht. Die korrekte Anzahl der Dreiecke spricht dafür, dass das 
Quadrat nicht als Teil des Ganzen anzusehen ist. Diese Deutung wird durch ein 
Interview gestützt (Interview I-4). 

„Begradigung“ von Ecken und Kanten  
Lösungen, die mit den Codes sGW bzw. sGS codiert wurden, erhalten die Anzahl 
der zu ergänzenden Stücke, ändern aber deren Form und Größe ab (vgl. Abb. 
7-25 und die Tabellen 7-17 und 7-18). Das so entstehende Ganze weist Beson-
derheiten (wie relativ glatte Kanten und Übergänge) auf. Dabei ist zu vermuten, 
dass die Form der Teile für den Erhalt dieser „besonderen“ Form des Ganzen 
(unter Berücksichtigung der mathematisch notwendigen Anzahl an zu ergänzen-
den Stücken) angeglichen wurde. Darüber hinaus ist es ebenfalls möglich, dass 
diese Lernenden das Zeichnen gleichartiger Dreiecke ohne Geodreieck nicht 
bewerkstelligen konnten und somit Kompetenzen eine Rolle spielen können, die 
das Zeichnen und nicht notwendig mathematische Konzepte betreffen.  

 

GeS_1                 GeS_34  

Abb. 7-25: Vergleich von Code sGS (links) und S: „geometrisch besondere“ Formen  
Die Markierungen stammen von der Verfasserin der vorliegenden Arbeit. 
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Vergrößern  
Eine singuläre Bearbeitung stellt eine mit SK codierte Lösung dar, die auf die 
Idee des Skalierens verweisen kann. Hier wurden in und um das Dreieck jeweils 
zu den Seiten des ursprünglichen Dreiecks parallele Dreiecke gezeichnet, so dass 
das neue Ganze durch ein (kontinuierliches) Vergrößern der Ursprungsform 
entsteht. Es ist nicht eindeutig, ob durch die Umrandungen ein Ganzes entstehen 
sollte, das genau viermal so groß wie das ursprüngliche Dreieck ist oder ob es 
bei der Vergrößerung lediglich auf die Anzahl der das kleine Dreieck umrahmen-
den Dreiecke ankommt.  
 
Vertiefte Analyse der als im Ansatz tragfähig codierten Lösungen:  
Veränderung der Grundform bei gleichzeitiger Veränderung der Größe 
Weitere Lösungen, die ebenfalls vermutlich ein besonderes Ganzes im Blick 
haben, wurden in der Kategorie im Ansatz tragfähig mit dem Code AnzS erfasst. 
Hierbei handelt es sich um Bearbeitungen, bei denen die ergänzten Stücke von 
der Anzahl und Grundform her (annähernd) stimmen; allerdings weicht das so 
entstehende Ganze von der Größe her vom genau konstruierten auch unter Be-
rücksichtigung einer gewissen Zeichenungenauigkeit deutlich ab. U. U. deuten 
die Lösungen darauf hin, dass die Eigenschaft des Teils, ein Dreieck zu sein, 
stärker fokussiert wurde, als dessen genauen geometrischen Eigenschaften. 
 
Vertiefte Analyse der als nicht tragfähig codierten Lösungen:  
Nichterhalt der Gesamtfläche, fehlerhafte Zusammenhänge, Umdeutungen  
Ein schematischer Überblick über die einzelnen Codes der Kategorie nicht trag-
fähig kann Tabelle 7-20 entnommen werden.  

Nichterhalt der Gesamtfläche 
Bei fünf Bearbeitungen für Item 4a und insgesamt acht für 4b wurden mehr als 
drei bzw. sieben Stücke ergänzt, die auch jeweils nicht entsprechend von der 
Größe her angeglichen wurden (Codes MG und MGD). Für Item 4b ergibt sich 
ein Dreieck, so dass das Ganze wieder der Form des Teils gleicht (Code MGD). 
Code WG erfasst in beiden Teilen die zweithäufigste nicht tragfähige Art von 
Lösungen: Die Anzahl der ergänzten Stücke wird reduziert und ihre Größe und 
Form werden so verändert, dass das Ganze kleiner als ein mathematisch korrek-
tes Ganzes ist. 
 



7.5 Analysen der schriftlichen Produkte zur Bestimmung des Ganzen (flächiger Teil) 289

Code und Häufigkeit (Prozentangaben gerundet) Einschät-
zung  Graphische Repräsentation des Ganzen: schematische Deutung

Falsche Identifikation der Teil-Ganzes-Beziehung

nicht tragfähig 

 MG
5x, 3 % 

WG
6x, 4 % 

gget
3x, 2 % 

aget
14x, 9 % 

fsonst
2x, 1 % 

1/4 

  
 

MGD 
4x, 3 % 

MG
4x, 3 % 

WG
9x, 6 % 

AG
5x, 3 % 

aget
14x, 9 % 

fsonst
4x, 3 % 

1/8 
G4 = G8 

 
 

Tabelle 7-20: Übersicht über die Codes der Kategorie nicht tragfähig 

Fehlerhaftes Herstellen von Zusammenhängen 
Ein geringer Teil der Lösungen für Item 4b (3 %) besteht darin, das einmal ge-
fundene Ganze für Item 4a auch für Item 4b zu verwenden (Code AG). Aller-
dings werden hier im Gegensatz zu Aufgabe 3 durch die Lernenden keine ent-
sprechenden Strukturierungen des Ganzen vorgenommen, so wie in Abb. 7-26 in 
Interview I-3: Hier wurde das für den Anteil 1/4 gefundene Ganze zunächst in 
acht Stücke geteilt, bevor vier weitere Dreiecke ergänzt wurden.  
 

 
Abb. 7-26: Verteilen oder Ergänzen? 

Umdeutung der Konstellation 
Die größte Gruppe der als nicht tragfähig eingeschätzten Bearbeitungen in bei-
den Items sind solche, die das vorgegebene Dreieck verteilen und damit zum 
Ganzen umdeuten (Codes aget und gget). 
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Zwischenfazit  
Bei der Analyse von Item 4a und 4b zeigt sich eine Vielfalt an unterschiedlichen 
Lösungen, die sich verschiedenen Phänomenen zuordnen lassen und auf indivi-
duelle Vorstellungen von Lernenden zum Ganzen hinweisen: 
• Lösungshäufigkeiten: Insgesamt haben etwas mehr als die Hälfte der Ler-

nenden Item 4a (53 %) und etwas weniger als die Hälfte Item 4b (45 %) 
tragfähig bearbeitet. 8 % bzw. 12 % der Lernenden haben die Items nicht 
bearbeitet. 

• Formenvielfalt: Das Ganze wird auf vielfältige Art und Weise tragfähig 
bestimmt, wobei zusammenhängende Formen aus einzelnen Dreiecken bei 
weitem überwiegen (Codes D, Z, S, R, GZ, AD). 

• Ähnlichkeit zwischen Teil und Ganzem: Die Realisierung des Ganzen als 
größeres Dreieck für Item 4a stellt für dieses Item die zweithäufigste tragfä-
hige Realisierung dar (Code D). 

• Strukturelle Besonderheiten: Die als im Ansatz bzw. vermutlich tragfähig 
eingestuften Lösungen geben Hinweise darauf, dass diese Lernenden For-
men für das Ganze angestrebt haben, die geometrische Besonderheiten auf-
weisen und dadurch vom mathematisch tragfähigen Ganzen von der Größe 
her abweichen (z. B. Codes sGS, sGW). Füllflächen, die durch geometrische 
Anordnungen entstehen oder andere Verfahren zur Lösungsgenerierung wie 
Skalieren erhalten in dieser Erhebung nur eine untergeordnete Bedeutung 
(Codes SK, LF).  

• Umdeutung der Konstellation: Die häufigste nicht tragfähige Realisierung 
besteht in der Interpretation des Teils als Ganzes (Codes gget und aget). We-
nige Lernende geben in beiden Teilen dasselbe Ganze an (Code AG). In bei-
den Teilen wechseln Lernende das Darstellungsmittel (Code sonstD).  

Im Folgenden werden die Befunde zu Item 4a und 4b mit denen zu Item 3a und 
3b vergleichend betrachtet. 

7.5.5 Vergleich zwischen den Items 3a, 3b, 4a und 4b 
Die Empirie deutet darauf hin, dass die Aufgabe, ein Ganzes zu zeichnen, man-
che Lernende vor die Aufgabe stellt, ihre individuellen Vorstellungen und An-
sprüche mit den mathematisch zentralen Kriterien in Einklang zu bringen. Im 
Wesentlichen zeigen sich dabei für die vier Items ähnliche Phänomene, wobei – 
vermutlich durch die Form des Teils – diese leicht unterschiedlich ausgeprägt 
sind. 
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Lösungshäufigkeiten 
Vergleicht man die Verteilung der Lösungen, so fällt auf, dass Aufgabe 3 von 
mehr Lernenden tragfähig bearbeitet wurde, was vermutlich auf die zeichnerisch 
schwerer zu realisierende Form des Dreiecks in Aufgabe 4 zurückzuführen ist. U. 
U. kommt hier auch dem fehlenden Kontextbezug eine Bedeutung zu, obgleich 
dieser in den Lösungen zu Aufgabe 3 selbst kaum thematisiert wird.  
Für beide Aufgaben ist ein Abfall tragfähiger Bearbeitungen von Teil a) zu Teil 
b) zu beobachten. Die Zahl nicht tragfähiger Bearbeitungen nimmt sowohl je-
weils von Item a) nach b) als auch über die Aufgaben hinweg, zu. Dabei lässt 
sich den Testdaten entnehmen, dass eine erfolgreiche Bearbeitung von Aufgabe 3 
nicht notwendig eine erfolgreiche Bearbeitung von Aufgabe 4 und umgekehrt 
nach sich ziehen muss, auch wenn Aufgabe 3 einigen Lernenden leichter gefallen 
zu sein scheint.  
 
Interpretation des Zusammenhangs zwischen Teil und Ganzem 
In beiden Aufgabenteilen lässt sich der Einfluss des Teils auf die Gestaltung des 
Ganzen ausmachen: So weisen einige Bearbeitungen geometrische Besonderhei-
ten in Bezug auf den Zusammenhang von Teil und Ganzem und in Bezug auf 
geometrische Charakteristika wie z. B. 180° Winkel auf.  
In Aufgabe 3 ist eine Realisierung des Ganzen als Quadrat (d. h. größere Reali-
sierung des Teils) nur über Hilfsstrategien möglich. Für Item 4a hingegen lässt 
sich mit dem vorgegebenen Anteil 1/4 ein größeres Quadrat erzeugen, was u. U. 
zu dem relativ hohen Lösungserfolg trotz schwierigerer Ausgangsform führt. 
Mit dieser Beziehung zwischen Teil und Ganzem hängt u. U. auch zusammen, 
dass z. T. zu viel oder zu wenig Fläche für eine tragfähige Realisierung des Gan-
zen ergänzt wurde (Codes MG / WG / MGD). 

Häufig Umdeutung der Konstellation als Schwierigkeit 
Beide Aufgaben zeigen, dass einige Lernende die vorgegebene Konstellation 
umgedeutet haben: So haben sie zum einen den Teil zum Ganzen umgedeutet 
(Codes gget / aget); zum anderen haben sie für die Darstellung des Ganzen ande-
re Darstellungsmittel gewählt (Codes sonstB, sonstD, sonstDr). Das in beiden 
Aufgabenteilen vorkommende Aufteilen weist darauf hin, dass eine potenzielle 
Verwechslungsgefahr in Bezug auf die zu bearbeitende Konstellation vorliegt. 
In der Vielfalt der möglichen Phänomene, die sich bei der Bearbeitung dieser 
Aufgaben zeigen können, äußert sich ein hohes diagnostisches Potenzial, um 
mehr über die Vorstellungen von Lernenden zu Teil, Anteil und Ganzem zu er-
fahren (vgl. auch Peter-Koop / Specht 2011). Die Anforderung, das Ganze zu 
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bestimmen, ist dabei auch auf Nicht-Stammbrüche und unechte Brüche erweiter-
bar. Hier zeigen sich z. T. ähnliche Phänomene und Schwierigkeiten von Lernen-
den (vgl. ebd.). Darüber hinaus kann auch von einem Anteil zu einem anderen 
Anteil geschlossen werden (ebd.; Alexander 1997). In diesen Variationen wird 
das Bilden und Umbilden von Einheiten noch stärker betont. 

7.6 Analysen der Prozesse zur Bestimmung des Ganzen 
(flächiger Teil)  

In diesem Abschnitt werden ausgewählte Prozesse aus den Interviews zum Er-
gänzen eines flächigen Teils zum Ganzen vertieft analysiert. Dazu werden die 
Bearbeitungsprozesse von sechs Lernenden (Ramona und Jule, Simon und Akin 
sowie Laura und Melanie) vertieft analysiert und dargestellt.  
In Abschnitt 7.6.1 liegt der Fokus der Analyse auf dem Wechsel verschiedener 
Darstellungen sowie auf der Form und der strukturellen Betrachtung des Ganzen: 
Ramona und Jule wechseln unter anderem die Darstellungen, betrachten ver-
schiedene Ganze zu einem Teil und stellen zum Schluss Beziehungen her, wie 
ein vorhandenes Ganzes unter Ausnutzung des Anteils zu einem anderen Ganzen 
ergänzt werden kann. 
In Abschnitt 7.6.2 haben der Kontext und die Unterscheidung zwischen der All-
tagswelt und der Mathematik als mögliche Sichtweisen auf das Ganze Bedeu-
tung: So ziehen Simon und Akin z. B. alltagsweltliche Beispiele zur Argumenta-
tion darüber heran, wann etwas ein Ganzes ist und wann nicht.  
Der Gesprächsausschnitt in Abschnitt 7.6.3 nimmt die Konstruktion des Ganzen 
aus einzelnen Teilen in den Fokus, d. h. dessen interne Strukturierung und die 
Beziehung des Teils zum Ganzen. Dabei wird unter anderem im Ansatz das Kri-
terium der Anzahl der Teile für das Ganze hinterfragt.  

7.6.1 Ramona und Jule ergänzen zum Ganzen:  
Form des Ganzen und strukturelle Beziehungen (11:22 – 22:06) 

Einordnung der Szene in das Gesamtinterview 
Dem hier analysierten Interviewausschnitt mit Ramona (R) und Jule (J) geht die 
Bearbeitung der Bonbonaufgabe I voraus (vornehmlich Bestimmung des Ganzen 
zu einem vorgegebenen diskreten Teil; für die Sachanalyse vgl. Abschnitt 2.6.2).  
Die Mädchen bearbeiten die Aufgabe, zu einem flächigen Teil (Quadrat), ein 
passendes Ganzes zu zeichnen (vgl. Abb. 7-27). Im Unterricht wurde zuvor be-
reits eine Aufgabe zum zeichnerischen Ergänzen eines Teils behandelt, bei der 
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der Anteil, den der bildlich gegebene Teil vom Ganzen darstellen soll, allerdings 
nicht vorgegeben war, sondern ein beliebiger Anteil genutzt werden durfte (vgl. 
Abb. 7-28). Daher ist die Vorgabe des Anteils, den der Teil vom Ganzen darstellt, 
für die Mädchen und ihre Mitschülerinnen und Mitschüler hier eine neue Anfor-
derung: Konnte das Ganze zuvor beliebig gewählt werden, müssen nun struktu-
relle Überlegungen angestellt werden. 
 

Das ist ein Drittel:            
 
Wie könnte dann die komplette Form aussehen? 

Jetzt ist es ein Viertel / ein Sechstel 
 
Wie könnte jetzt das Ganze aussehen? 

Abb. 7-27: Interviewaufgabe zum Ergänzen zum Ganzen (Quadrat) 
 
In der Interviewepisode zeigen beide Mädchen eine hohe Reflexionsfähigkeit. 
Zunächst beginnen sie mit dem Ganzen zum Anteil 1/3, wechseln dann aber zum 
Anteil 1/4 über. Diese Teilaufgabe und auch die Aufgabe zum Anteil 1/6 lösen 
sie souverän. Im Anschluss wenden sie sich erneut dem Anteil 1/3 zu und können 
diese Aufgabe im zweiten Anlauf ebenfalls lösen.  
Die hier analysierte Episode setzt mit Zeile 1 bei 11:22 Minuten des Interviews 
ein und umfasst insgesamt etwa zehn Minuten. 
 

 
 

Abb. 7-28: Schulbuchaufgabe zum Ergänzen zum Ganzen  
aus Erprobungsfassung zu Barzel et al. (2012) © Cornelsen-Verlag 

 

3  Zum Ganzen ergänzen

a) :HOFKHU�$QWHLO�N|QQWH�LQ�GHQ�%LOGHUQ�GDUJHVWHOOW�VHLQ"

b) (UJlQ]H�]X�HLQHP�*DQ]HQ��:LH�JUR��N|QQWH�MHZHLOV�GHU�KLHU�JH]HLJWH�$QWHLO�VHLQ"

c) 9HUJOHLFKW�HXUH�(UJHEQLVVH�DXV�$XIJDEH�E��XQWHUHLQDQGHU�
�*LEW�HV�PHKUHUH�/|VXQJHQ"�%HJU�QGHW�HXUH�$QWZRUW�  
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Zeile 1-28: Starten mit dem Ganzen für den Anteil 1/4 bzw. 1/6 
Jule und Ramona überspringen zunächst beide nach kurzer Beschäftigung den 
Anteil 1/3 und lösen zunächst in ca. drei Minuten die Aufgabe zum Anteil 1/4 
bzw. 1/6 souverän (vgl. ihre Zeichnungen in Abb. 7-29). 
 

                         
Abb. 7-29: Jules (links) und Ramonas Lösung zum Anteil 1/4 bzw. 1/6 

 
In den folgenden zweieinhalb Minuten bearbeiten Ramona und Jule die zunächst 
ausgelassene Aufgabe. 
 
Zeile 29-47: Bearbeitung der Aufgabe „Das Quadrat ist 1/3“ 
...  
30 R Ich denke es. - Deshalb ist diese gestrichelte Linie da, weil - das ja dann so schräg 

ist. 
31 I Wie meinst du das mit dem schräg?...
32 R … Also das ist ja auch eine Form wenn das jetzt also jetzt, das ist ja ein Rechteck, 

das ist ja auch eine Form. - Ich hab gedacht, das müsste jetzt so nebeneinander 
[macht eine Bewegung mit den Händen] ge- gesetzt sein, jetzt so verschieden, also 
wenn jetzt einer in der Mitte ist´… 

33 J …Das hab ich auch zuerst gedacht…
...  
37 R So muss das aussehen [zeigt mit dem Stift über ihre Lösung], aber ich hab vorher 

gedacht´ [schreibt „vorher gedacht“] dass es so sein müsste. - Das ist jetzt mal 
dieses hier [zeigt auf das vorgegebene Quadrat und zeichnet ein rotes Quadrat neu 
hin]. Das es dann so sein müsste. So und dann hier noch so… [zeichnet jeweils ein 
Quadrat dazu, so dass ein „Haken“ entsteht; Jule beobachtet, was sie macht] 

38 J …Ja das hab ich auch zuerst gedacht, aber das…
39 R …dass es so an verschiedenen Seiten gemacht werden soll…
40 J …Ja stimmt, das geht. - Das würde auch gehen. Das ist auch noch ne Lösung 

[Pause, 3 sec.] 
41 R Geh- Ob das jetzt auch so geht hab ich gedacht, dass es jetzt nicht so geht, dass 

man das jetzt so verschiedenen so macht. 
...  
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45 R Deshalb ja. - Deshalb. - Also – das hab ich glaub ich das geht so nicht, weil - sehr 
komisch, so keine Form ergibt. 

...  
 
Beide Schülerinnen ergänzen das Quadrat zum Anteil 1/3, indem sie zwei weite-
re Quadrate in einer Reihe zeichnen, so dass ein 1·3 Rechteck entsteht (Z. 29; 
nicht abgedruckt). Während Jule das von ihr gefundene Ganze wie die beiden 
anderen zuvor in vorgegebenen Teil und Rest strukturiert, farbig markiert und 
beschriftet, zeichnet Ramona ihre Lösung nur mit gestrichelten Linien (s. Z. 37 
links). Das könnte ausdrücken, dass sie sich mit dieser Lösung nicht sicher ist, 
was auch ihr Kommentar in Z. 30 bestätigt. Auf die Rückfrage der Interviewerin 
hin (Z. 34-36; hier nicht abgedruckt), zeichnet Ramona ihre zuvor überlegte 
Lösung auf: Sie ergänzt an zwei Seiten des vorgegebenen Quadrates jeweils ein 
Quadrat der ursprünglichen Größe, so dass ein „Haken“ entsteht (Z. 37). An 
dieser Stelle wird Ramonas Fähigkeit zur Selbstreflexion deutlich, denn sie un-
terscheidet explizit zwischen dem, was sie ursprünglich gedacht hat und dem, 
was sie nun für die eher angemessene Lösung hält. Das Kriterium, das sie an-
scheinend als wichtig angesehen hatte, ist, dass die Quadrate an unterschiedli-
chen Seiten des vorgegebenen Quadrates ergänzt werden müssen (Z. 39). Dieses 
Kriterium hat sie letztendlich dem Rechteck untergeordnet, das für sie eine Form 
darstellt (vgl. die Aufgabenstellung: hier wurde der Ausdruck „komplette Form“ 
anstelle von „Ganzes“ verwendet). Dennoch scheint sie das Rechteck nicht voll-
ständig zufrieden zu stellen. 
In Z. 41-47 (nicht vollständig abgedruckt) formuliert Ramona ihre Bedenken in 
Bezug auf die Lösung des Hakens, den auch Jule als zuvor überlegt angibt und 
nun als weitere Lösung akzeptiert (Z. 38-40): Es würde keine richtige Form, wie 
z. B. bei dem Viertel, entstehen (Z. 45). Gemeint ist vermutlich, dass der Haken 
aus ihrer Sicht zu einem Objekt mit nicht einspringenden Kanten (z.B. einem 
Quadrat), ergänzt werden müsste, damit er ein Ganzes darstellt.  
Ramona scheint hier zwei Anforderungen an das Ganze gegeneinander abzuwä-
gen: Zum einen die Form des Ganzen und zum anderen die Art der Verbindung 
der Quadrate zu einem Objekt (An welchen Seiten des vorgegebenen Quadrates 
darf man die fehlenden Quadrate ansetzen?). Insgesamt bleiben der von Ramona 
genutzte Begriff „schräg“ und seine Interpretation im Kontext der Quadrate am-
bivalent. Es zeigt sich jedoch, dass die Relation zwischen Teil und Ganzem hier 
für beide Mädchen nicht im Vordergrund steht, sondern dass individuelle Forde-
rungen an das Ganze herangetragen werden. 
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Zeile 48-71: Wechsel der Darstellungsform 
Nach ungefähr sechs Minuten des Gesamtinterviewausschnitts wechselt Jule die 
Darstellungsart und beginnt damit, die vorgegebenen Anteile im Kreisbild darzu-
stellen, da sie ihrer eigenen Aussage zu Folge Anteile besser mit Kreisen darstel-
len kann (vgl. auch die Bearbeitungen im Test zu Code sonstD, Abschnitt 7.5.1).  
Damit wird neben der Darstellung implizit auch die Konstellation geändert, denn 
anstatt das Ganze ausgehend vom Teil zu bestimmen, wird das Ganze als gege-
ben vorausgesetzt und der von ihm abhängige Teil bestimmt (Konstellation III Æ 
Konstellation I).  
 
Zeile 72-78: Erklärung der Lösung für 1/3 
Zum Abschluss bittet die Interviewerin Ramona und Jule, ihre Lösungsideen 
noch einmal zu erläutern. An Jules Erklärung werden erneut implizite Annahmen 
deutlich, die für ihre Lösung relevant erscheinen und die über die mathematisch 
notwendigen Kriterien hinausgehen: Neben der Tatsache, dass genau drei Quad-
rate für das Ganze benötigt werden, ist auch die Anordnung dieser Teile ent-
scheidend. Dabei scheint der letzte Punkt eventuell (auch) durch die Formulie-
rung der Aufgabenstellung nahegelegt, denn prinzipiell können beide Mädchen 
auch weitere Formen, die diesem Kriterium nicht optimal entsprechen, als richti-
ges Ganzes identifizieren (im weiteren, hier nicht abgedruckten Verlauf des In-
terviews). 
Jules Antwort macht deutlich, dass die Argumentation (auch sprachlich) gar nicht 
einfach ist: Zum einen sind die Quadrate in dieser Aufgabe Teile von einem 
Ganzen, d. h. sie sind 1/3 von einer größeren Einheit (die aber nicht visuell in 
dieser Aufgabe vorgegeben ist). Gleichzeitig kann so ein Quadrat aber auch als 
eigenständiges Objekt angesehen werden, das für sich allein gesehen ein „Gan-
zes“ ist.  
 
Zeile 79-101: Entdecken eines strukturellen Zusammenhangs 
…  
96 J …Und was ich auch noch gedacht hab, ähm, hier [zeigt auf das Ganze zu 1/6] hatte 

ich ja diese Form schon und dann hab ich mir einfach hier u- die untere Reihe weg 
gedacht. Und da hatte ich ja diese - und da bin ich darauf gekommen, dass das 
eben genau dasselbe ist wie das jetzt - da oben… 

97 R Hab ich auch gerade dran. Drei Stück das ist ja auch 1/3 da hat man ja nur drei zu 
gemalt. [unverständlich] Zwei mal 1/3 - wären das dann. - Dann muss einfach nur 
das untere wegmachen. [Jule vervollständigt weiter ihre Beschriftung] 

…  
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Nachdem Ramona auf die Aufforderung der Interviewerin hin auch die anderen 
beiden Lösungen erklärt hat (Z. 79-95; hier nicht abgedruckt), gibt Jule als wie-
dergegebene oder vermutlich spontan generierte Idee noch einen weiteren Weg 
zum Finden eines Ganzen zum Anteil 1/3 an: Ausgehend von dem Ganzen zum 
Anteil 1/6 denkt sie eine Zeile des von ihr gezeichneten 2·3-Rechtecks weg und 
erhält damit die von ihr zuvor gezeichnete Form für das Ganze zum Anteil 1/3 
(Z. 97).  
Im restlichen Teil dieser Interviewepisode erklärt Jule erneut ihre Kreisdarstel-
lung (Z. 98-101). 
 
Zusammenfassende Interpretation  
An der Szene ist bemerkenswert, dass Ramona und Jule zwar zunächst mit dem 
Anteil 1/3 starten, dann jedoch beide erst das Ganze zu 1/4 bzw. zu 1/6 zeichnen. 
Beides gelingt ihnen sehr schnell und mathematisch korrekt. Auffällig ist, dass 
beide Schülerinnen als Ganzes für die Anteile Rechtecke (bzw. Quadrate für den 
Anteil 1/4) zeichnen, d. h. „geschlossene“ Formen ohne einspringende Ecken. 
Die Präferenz für diese geometrisch besonderen Formen wurde auch bereits bei 
der vertieften Analyse der Testbearbeitungen dargestellt (vgl. konkret die Codes I 
und R mit ca. 52 % bzw. ca. 49 %). Für den Anteil 1/3 gelingt ihnen die Rekon-
struktion des Ganzen allerdings nicht auf Anhieb, wobei der Grund hierfür, wie 
sich im Verlauf des Interviews herausstellt, darin liegt, dass beide Mädchen als 
Auswahlkriterium für die Form des Ganzen nicht nur die Anzahl der dafür benö-
tigten Teile von der Größe des Ursprungsquadrates bzw. allgemeiner die zum 
Ganzen fehlende Fläche berücksichtigen: Sie suchen vielmehr gleichzeitig nach 
einer bestimmten äußeren Form für das Ganze. Diese Form finden sie schließlich 
in einem 1·3-Rechteck, das auch im Test aus vermutlich demselben Grund die 
mit Abstand häufigste Realisierung darstellt. Dabei scheint beiden Mädchen 
bewusst zu sein, dass für die Bestimmung des Ganzen die Anzahl der kleinen 
Quadrate letztendlich entscheidend ist (z. B. Z. 76).  
In diesem Fokus auf die Anzahl der Teile, den sie letztendlich über individuelle 
Kriterien zu stellen scheinen, unterscheiden sie sich von anderen Lernenden: So 
haben in der schriftlichen Erhebung manche Lernende zu viel oder zu wenig 
Fläche ergänzt, um ein „schönes“ Ganzes zu erzeugen (Codes WG und MG). 
Neben der reinen Betrachtung der Anzahl der Teile als Konstruktionsprinzip für 
das Ganze, entwickelt Jule gegen Ende der Szene eine alternative Zugangsweise, 
indem sie Zusammenhänge zwischen verschiedenen Anteilen und damit operati-
ve Vorgehensweisen nutzt. Diese Sichtweise, die auf die Betrachtung interner 
Strukturen hindeutet, ist in der schriftlichen Erhebung nicht in der Breite rekon-
struierbar. 
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Einschätzung 
Fokus 

Kriterien für das
 (zeichnerische Be-

stimmen des) Ganze(n) 

Inhalt Beleg 
(Schüler / 
Schülerin) 

arithmetische 
Struktur? 
geometrische 
Struktur? 

Anzahl der Stücke /  
Form des Ganzen? 

Zeichnet Quadrat aus vier 
Teilen zum Anteil 1/4 Z. 11 (J) 

arithmetische 
Struktur Teil und Rest Strukturiert das gezeichnete 

Ganze in Teil und Rest  Z. 19-28 (J) 

arithmetische 
Struktur? 
geometrische 
Struktur? 

Anzahl der Stücke /  
Teil und Rest /  
Form des Ganzen? 

Zeichnet Rechteck zum Anteil 
1/6; Strukturiert die Zeichnung 
in Teil und Rest 

Z. 28 (J) 
 

Zeichnet Quadrat zum Anteil 
1/4 und Rechteck zu 1/6; färbt 
das vorgegebene Quadrat 

Z. 28-29 (R) 

geometrische 
Struktur 

Form des Ganzen / 
Position des Stücks 

Beschreibt die Zusammenset-
zung des Ganzen als „schräg“  Z. 30-39 (R) 

Bestätigt Ramonas Überle-
gung Z. 33 (J)  

geometrische 
Struktur Form des Ganzen  

Referiert auf eine „Viertelform“ Z. 42-44 (J) 

geometrische 
Struktur 

Es ergibt sich keine Form für 
das Ganze. 

 
Z. 45 (R) 

geometrische 
Struktur Darstellungsmittel Kreis In Kreisen fällt das Zeichnen 

von Anteilen leichter. Z. 48-50 (J) 

arithmetische 
Struktur? 
geometrische 
Struktur? 

Anzahl der Stücke / 
Form des Ganzen? 

Sie hat drei Kästchen im Kopf 
„verschoben“. Z. 73 (J) 

arithmetische 
Struktur Anzahl der Stücke  

Es müssen noch zwei Käst-
chen ergänzt werden; 1 von 
drei. 

Z. 76 / 78 (J)  

Einer von dreien, einer von 4, 
einer von 6 

Z. 77 / 84 
(R) 

geometrische 
Struktur Form des Ganzen  

Das Ganze kann (zu einem 
Viereck) zusammengesetzt 
werden. 

Z. 91-93 (R) 

arithmetische 
Struktur 

Zusammenhänge zwi-
schen Anteilen nutzen 

Das Ganze zu 1/3 entsteht aus 
dem zu 1/6 durch Halbieren. 

Z. 96 (J) 
Z. 97 (R) 

Tabelle 7-21: Überblick über die Argumentation von Ramona und Jule 
 
Ungeklärt bleibt die Frage, ob Ramona und Jule eventuell mit dem Begriff 
„Form“ im Aufgabentext zur ersten Teilaufgabe falsche Assoziationen verbinden, 
jedoch lassen sich auch bei der Verwendung des Begriffes „das Ganze“ ebenfalls 
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vielfältige Realisierungen des Ganzen im schriftlichen Test und Reflexionen in 
den Interviews finden, die dies relativieren können. 
Eine Auffälligkeit in Jules Bearbeitung besteht darin, dass sie während und nach 
der Bearbeitung der einzelnen Teilaufgaben die Darstellung wechselt: Die Dar-
stellung im Kreis ist ihr aus dem vorangegangenen Unterricht her bekannt. Somit 
scheint sie sich hier an dem im Unterricht erworbenen Wissen zu orientieren und 
dieses auf die neue Situation anzuwenden. Jedoch können sich dabei Hürden 
ergeben, denn die Konstellation, die sie damit betrachtet, ist nicht mit der vorlie-
genden Konstellation kompatibel: Sie geht vom Ganzen aus und bestimmt den 
Teil. Diese Sichtweise zeigt sich auch in wenigen Bearbeitungen des Tests (Code 
sonstD). Die interne Struktur des Ganzen scheint beiden Mädchen somit bewusst 
zu sein, jedoch könnte auch das Ausweichen auf die Darstellung im Kreis ein 
Hinweis darauf sein, dass sie noch nicht flexibel im Nutzen unterschiedlicher 
graphischer Repräsentationen sind.  
Insgesamt lässt sich feststellen, dass die Mädchen sowohl mit fachlich tragfähi-
gen als auch mit individuell abweichenden Argumenten arbeiten und zwischen 
diesen zu wechseln scheinen (vgl. Tab. 7-21). Dabei lassen sich diese Argumente 
sowohl arithmetischen als auch geometrischen Schwerpunkten zuordnen. 

7.6.2 Simon und Akin ergänzen zum Ganzen:  
Form des Ganzen in Welt und Mathematik (12:07 – 20:14) 

Einordnung der Szene in das Gesamtinterview 
Die im Folgenden analysierte Szene aus dem Interview mit Simon (S) und Akin 
(A) folgt zeitlich der Bearbeitung der Bonbonaufgabe I (vgl. Abschnitt 7.3.1), 
welche die Jungen erfolgreich gelöst haben (Zeile 1 bei 12:05 Minuten des Ge-
samtinterviews). Sie umfasst ca. acht Minuten. 
Die Aufgabe zum Ergänzen eines Quadrates zum Ganzen (vgl. Abb. 7-30) lösen 
beide Schüler richtig, wobei sie allerdings kurzzeitig irritiert erscheinen: Vor 
allem Simon scheint den Fokus auf bestimmte Merkmale der äußeren Gestalt des 
Ganzen zu lenken und findet aus diesem Grund nicht direkt eine Lösung für das 
Ganze zum Anteil 1/3. Akin hingegen kann auch in diesem Fall zur Angemes-
senheit eines Ganzen argumentieren: Er nutzt als Kriterium die Anzahl der zum 
Ganzen zu ergänzenden fehlenden Stücke. 
Dieser Interviewausschnitt zeigt einen weiteren Aspekt für den Umgang mit dem 
Ganzen: Neben der Gestaltung des Ganzen an sich, scheint auch dessen außer-
mathematische Realisierung bzw. Deutung für manche Lernende entscheidend zu 
sein. So unterscheidet vor allem Akin zwei Perspektiven auf das Ganze, für die 
er jeweils über eigene Kriterien für ein geeignetes Ganzes zu verfügen scheint: 
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Die mathematische und die Alltagsperspektive. Simon argumentiert hingegen oft 
mehr aus letzterer Sicht. 
 

Das ist ein Drittel:             
 
Wie könnte dann die komplette Form aussehen? 

Jetzt ist es ein Viertel / ein Sechstel 
 
Wie könnte jetzt das Ganze aussehen? 

Abb. 7-30: Interviewaufgabe zum Ergänzen zum Ganzen (Quadrat) 
 
Zeile 1-36: Der Haken ist kein Ganzes 

…  
21 A [Akin zeichnet drei Quadrate in Form eines Hakens; noch ohne blaue Markierung. 

Simon überlegt, schaut dann zu der Zeichnung von Akin.] Ich hab`s so… 

22 S …So würd ich das auch, aber ich weiß nicht… [Simon zeichnet ebenfalls einen 
Haken aus drei Teilen]  

23 A …ja dann mach doch einfach…
24 S …das ist ja kein Ganzes…
25 A …Ja…
26 S …da fehlt was… 
27 A …wenn schon geht da ei-, ein, 1/4, aber - ist ja 1/3, wenn schon geht das so… 

[zeigt auf das Aufgabenblatt] 
28 S …ah, ich weiß wie. - So. [Simon zeichnet ein Rechteck mit drei Teilen nebeneinan-

der), murmelt etwas Unverständliches] 

…  
 
Die Interviewerin führt die Aufgabe als eine „etwas andere Aufgabe“ ein. Die 
durch die Aufgabenstellung angelegte ungewohntere Sichtweise äußert sich auch 
in dem relativ langen Abschnitt, in dem die Interviewerin die Aufgabenstellung 
in mehreren Schritten präzisiert (Z. 1-20; hier nicht abgedruckt). 
Akin zeichnet als erste Lösung für das geforderte Ganze einen Haken, der aus 
drei Quadraten besteht (Z. 21). Simon äußert, obwohl er angibt, dass er das ge-
nauso machen würde (Z. 22), Zweifel, die er wenig später expliziert: Der Haken, 
den Akin gezeichnet hat, ist kein Ganzes (Z. 24), da da „was fehlt“ (Z. 26). Dabei 
bezieht er sich vermutlich auf das zum großen Quadrat fehlende vierte Quadrat 
der Ursprungsgröße. Dennoch beginnt Simon während seines Gespräches mit 
Akin damit, ebenfalls einen Haken zu zeichnen. 
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Akins Aussage in Z. 27 deutet darauf hin, dass er Simons Einwand des unvoll-
ständigen Ganzen grundsätzlich nachvollziehen kann. Dennoch argumentiert er, 
dass 1/4 fehlen würde, das Quadrat aber 1/3 sein soll und somit seine Lösung 
richtig ist. Damit unterscheidet er verschiedene Anteile ausgehend von ihrer 
Beziehung zum Ganzen und schließt somit hier die Form als Kriterium für das 
Ganze aus. U. U. zeigt sich hier die Konsequenz einer operativen Vorgehenswei-
se: Ist der Haken mit drei Quadraten gegeben und ergänzt man nun ein weiteres 
Quadrat, so ergibt sich zwar eine geschlossene Form, aber ein Quadrat ist dann 
eines von vier Quadraten, also 1/4. Rückschließend kann nun der Haken als 
Ganzes zum Anteil 1/3 mit einem arithmetischen Argument verifiziert werden: 
Verringert man die vier Quadrate, von denen jedes 1/4 ist, um ein Quadrat, so 
ergeben sich drei Quadrate, von denen jedes 1/3 von diesem neuen Ganzen ist. 
Simon findet im Rechteck eine für ihn anscheinend zufriedenstellende Lösung, 
die auch Akin übernimmt (Z. 28-36, nicht vollständig abgedruckt). So lösen die 
Jungen die Aufgabe richtig, lassen aber erkennen, dass sie implizite Regeln für 
ein „besonderes“ Ganzes zu aktivieren scheinen. Dies schärft sich im Fortlauf 
des Interviews weiter aus. 
 
Zeile 37-68: Reden über die Lösung – sind beide Lösungen richtig? 
...  
50 A Ja nicht direkt [schaut Simon an] - also - könnte ja auch richtig sein, kommt drauf an 

wie das aussah am Anfang. 
51 I Wie meinst du das?
52 A Also, zum Beispiel, bei `ne Kuchenform, wir ham auch zu Hause so `ne Kuchenform 

[zeigt auf den Haken, den er gemalt hat] - also 
53 I Mhm
54 A Dann können wir das ja auch durch 3 machen, so zum Beispiel.
55 I Mhm - welcher Anteil wär denn da das - Quadrat?
56 A 1/3, also 1/3.
57 I Mhm
58 A Also, is auch richtig - theoretisch gedacht. [lacht]
59 S Das könnte ja einfach so `n langer Kuchen sein, weil so `ne Form haben wir bei uns 

zu Hause. [zeigt mit den Händen einen Abstand] 
60 I Euch stört jetzt die Form von dem, an diesem - Haken da? [Akin 

ergänzt in blau „1/3“ an seiner Zeichnung] 

61 S Von dem ja. [ergänzt den Haken zum Quadrat]
 

62 A Von mir nicht. [unverständlich; schüttelt den Kopf]
63 I Meinst du denn, dass das geht das geht oder geht das eher nicht?
64 S Ich glaube eher nicht, weil…
65 A …das geht doch, das ist doch auch 1/3, also wenn du jetzt 1 davon wegnimmst… 
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[zeigt auf das Blatt von Simon]
66 S …ja lass mal, weil eigentlich ein Ganzes muss ja voll ausgefüllt sein. [Akin malt in 

seinen Zeichnungen jeweils ein Drittel blau an.] - Das kann ja jetzt nicht, ich kann ja 
auch nicht - äh - m- w- ne Wurst, Wurst stopfen hier und die hört dann hier auf 

[zeichnet zwei Klammern] und geht dann hier weiter.  
...  
 
Akin, der bisher zwischen der Akzeptanz und der Ablehnung des „Hakens“ ge-
schwankt hat, schätzt diesen nun auf Nachfrage doch als ein mögliches richtiges 
Ganzes ein und zieht als außermathematisches Beispiel den Kontext „Kuchen“ 
(Kuchenform) heran (Z. 50-54). Das entscheidende Kriterium scheint dabei die 
Anzahl der Stücke zu sein, d. h. die Möglichkeit des Aufteilens des Kuchens auf 
drei Personen. 
Aus der Bestimmung des Anteils eines Quadrates am Ganzen folgert Akin an-
schießend, dass der Haken eine richtige Lösung ist (Betrachtung von Konstella-
tion II). Diese Aussage schränkt er jedoch ein, denn er fügt noch hinzu „theore-
tisch gedacht“ (Z. 58). Diese Äußerung deutet darauf hin, dass für Akin hier ein 
Unterschied zwischen der normalen Alltagswelt und der theoretischen – vermut-
lich mathematischen – Welt zu bestehen scheint: Im normalen Leben kann der 
Haken eine merkwürdige Form für ein Ganzes sein, theoretisch gesehen erfüllt er 
jedoch die Anforderungen, die an ein Ganzes gestellt werden müssen, denn jedes 
Quadrat stellt 1/3 vom Ganzen dar. Diese erste Sichtweise kann auch mit der 
Assoziation der Wortbedeutung von „Ganzes“ zusammenhängen: So werden im 
alltäglichen Sprachgebrauch mit „ganz“ häufig z. B. die Begriffe „vollständig“, 
„unversehrt“, „intakt“ oder „alles“ verbunden. Diese Wörter verweisen auf eine 
Vollständigkeit der betrachteten Objekte, so dass das „unvollständige“ Quadrat, 
dass Simon in Akins Zeichnung zu deuten scheint, aus dieser Perspektive kein 
Ganzes darstellen kann. 
Diese beiden hier konkurrierenden Sichtweisen auf das Ganze scheint Akin mit 
seinem Beispiel der Kuchenform versuchen zu verbinden. Damit betont er den 
Verteilungsvorgang zur Herstellung von Anteilen, der beiden Jungen aus dem 
Unterricht bekannt ist. So denkt er anscheinend von einem bereits bestehenden 
Ganzen ausgehend und nicht vom Teil. 

Das Ganze muss voll ausgefüllt sein  
Akin argumentiert wenig später gegen Simons Zeichnung eines vollständigen 
Quadrates aus vier kleinen Quadraten und für die Richtigkeit des Hakens, indem 
er die Konsequenz des Hinzufügens eines Quadrates durch Simon operativ rück-
gängig macht: „…das geht doch, das ist doch auch 1/3, also wenn du jetzt 1 
davon wegnimmst… [zeigt auf das Blatt von Simon]“ (Z. 65). Dies versucht 
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Simon im Folgenden durch ein außermathematisches Beispiel seinerseits zu 
widerlegen (Z. 66-68). 
Insgesamt zeigt dieser Teil des Gespräches, dass die Jungen eigenständig versu-
chen, die Aufgabe mit Beispielen aus der Alltagswelt zu klären und zu erfassen. 
Dieser Versuch ruft jedoch das Problem der vollständigen geometrischen Gestalt 
des Ganzen hervor. So scheint die Lösung des Hakens zwar für Akin plausibel 
mathematisch ableitbar, jedoch für beide nicht vollständig zufriedenstellend 
kompatibel mit ihren alltagsweltlichen Erfahrungen, obgleich Akin auch hier den 
Ansatz des Wegnehmens entwickelt. 
 
Zeile 69-84: Zeichnen des Ganzen zum Anteil 1/4 bzw. 1/6 
Im Anschluss wenden sich die Jungen dem Anteil 1/4 zu: Akin zeichnet ein gro-
ßes Quadrat aus vier Quadraten der vorgegebenen Größe, das bereits für den 
Anteil 1/3 zur Diskussion stand. Anschließend zeichnet er das Ganze zum Anteil 
1/6 als Rechteck aus sechs Quadraten. Simon zeichnet sowohl für den Anteil 1/4 
als auch 1/6 jeweils zwei Möglichkeiten: Ein Quadrat und ein 1·4-Rechteck, 
bzw. ein 2·3- und ein 1·6-Rechteck. Insgesamt ist an dieser Szene auffällig, dass 
hier die Gestalt des Ganzen keine Probleme zu bereiten scheint: Die entstehen-
den Formen erfüllen anscheinend das Kriterium des „Vollständig-Seins“. 
 
Zeile 85-109: Weitere Formen für das Ganze 
Zum Abschluss des Interviews gibt die Interviewerin den Jungen noch zwei 
weitere Formen für das Ganze zum Anteil 1/4 vor, die sich in der Anordnung der 
einzelnen Quadrate unterscheiden. Während Akin für die erste Form (vier Quad-
rate angeordnet in T-Form) erneut über eine Verteilungssituation argumentiert, 
lehnt Simon sie ab. Akin nutzt im Folgenden die Variabilität der Anordnung der 
Teile als Argument, das er sich eventuell auch erst im Laufe des Interviews über-
legt haben kann. 
Auch die zweite Form für das Ganze (vier Quadrate in L-Form) akzeptiert Akin 
mit Hinweis auf das Kriterium der Stückanzahl (d. h. Einheiten).  
 
Zusammenfassende Interpretation  
Dieser Interviewausschnitt liefert erneut Hinweise darauf, dass für Lernende der 
Zusammenhang zwischen Teil und Ganzem noch weitere, über die fachlichen 
Aspekte hinausgehende, individuelle Komponenten aufweisen kann. Einen 
Überblick über die von Simon und Akin genutzten Argumente gibt Tabelle 7-21.  
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So stellt die Konstruktion des Ganzen für Simon mathematisch anscheinend kein 
großes Problem dar, da er sowohl Akins Lösung für den Anteil 1/3 zuvor auch 
überlegt zu haben scheint („So würd ich das auch.“, Z. 22) als auch selbstständig 
eine Lösung im Verlauf des Gespräches findet. Dennoch ist die Anforderung, ein 
konkretes Ganzes zu zeichnen, für ihn hier durchaus eine anspruchsvolle Aufga-
be: Obwohl er die Vorstellung zu aktivieren scheint, dass ein Ganzes zu dem 
vorgegebenen Teil aus drei gleich großen Quadraten bestehen muss, wenn das 
vorgegebene Quadrat als Baustein verwendet werden soll, bereitet ihm die kon-
krete Anordnung der einzelnen Teile Schwierigkeiten. Dennoch scheint Simon 
vor Augen zu haben, dass für ein richtiges Ganzes zwei Quadrate ergänzt werden 
können. Das wird in seiner ersten Äußerung deutlich, in der er Akins Lösung der 
Aufgabe einschätzt. Die generelle Ablehnung des Hakens oder der „T-Form“ 
lassen sich in der schriftlichen Erhebung nicht nachweisen, jedoch kann die 
relativ geringe Häufigkeit beider Lösungen (Codes L, T; insgesamt 20 Lösungen) 
im Vergleich zu den anderen auf ähnliche konzeptuelle Schwierigkeiten hindeu-
ten (siehe auch das Interview mit Ramona und Jule in Abschnitt 7.6.1). 
 

Einschätzung 
Fokus 

Kriterien für das
 (zeichnerische Bestim-

men des) Ganze(n) 

Inhalt Beleg 
(Schüler / 
Schülerin) 

arithmetische 
Struktur? 
geometrische 
Struktur? 

Anzahl der Stücke /  
Form des Ganzen? 

Zeichnet einen Haken aus drei 
Teilen Z. 21 (A) 

arithmetische 
Struktur 
geometrische 
Struktur 

Anzahl der Stücke / 
Form des Ganzen 

So hat sich Simon das auch 
vorgestellt, aber bei dem Haken 
fehlt etwas. 

Z. 22-26 (S) 

arithmetische 
Struktur Anzahl der Stücke  Das Quadrat ist kein Ganzes zu 

1/3. Z. 27 (A) 

arithmetische 
Struktur? geo-
metrische 
Struktur? 

Anzahl der Stücke /  
Form des Ganzen Zeichnet ein 1· 3-Rechteck Z. 28 (S) 

geometrische 
Struktur Form des Ganzen Beim Haken fehlt ein Stück. Z. 44 (S) 

geometrische 
Struktur 

Form des Ganzen
(lebensweltlich) 

Eigentlich stimmt die „Lakritz-
stange“. (1·3-Rechteck) 

Z. 45 (A) 
Z. 47 (S) 

arithmetische 
Struktur / 
geometrische 
Struktur 

Anzahl der Stücke /  
Form des Ganzen? 
(lebensweltlich) 

Das kommt drauf an, wie es 
vorher aussah: Eine Kuchenform 
kann man anschließend auch 
durch drei teilen. 

Z. 50-54 (A) 
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Einschätzung 
Fokus 

Kriterien für das
 (zeichnerische Bestim-

men des) Ganze(n) 

Inhalt Beleg 
(Schüler / 
Schülerin) 

arithmetische 
Struktur Anzahl der Stücke „Theoretisch“ gedacht, ist der 

Haken ein richtiges Ganzes. Z. 58 (A) 

geometrische 
Struktur 

Form des Ganzen
(lebensweltlich) 

Das Ganze könnte ein langer 
Kuchen sein. Z. 59 (S) 

arithmetische 
Struktur Anzahl der Stücke 

Wenn man von dem Quadrat ein 
Teil weg nimmt, dann sind es 
wieder drei und damit jedes 1/3. 

Z. 65 (A) 

geometrische 
Struktur 

Form des Ganzen
(lebensweltlich) 

Ein Ganzes muss voll ausgefüllt 
sein – wie eine gestopfte Wurst. Z. 66 (S) 

arithmetische
Struktur? 
geometrische 
Struktur? 

Anzahl der Stücke /  
Form des Ganzen?  

Das Zeichnen von Ganzen für 
die Anteile 1/4 und 1/6 fällt leicht 
und es werden verschiedene 
korrekte Formen angegeben. 

Z. 69-78       
(A) / (S) 

arithmetische 
Struktur 

Anzahl der Stücke 
(lebensweltlich?) 

Bei 1/4 bekommen 4 Leute je 
1/4, bei 1/6 wird das Ganze auf 6 
Leute verteilt. 

Z. 88-101 (A) 

arithmetische 
Struktur Anzahl der Stücke 

Es gibt viele Möglichkeiten für die 
Gestaltung des Ganzen – es 
kommt auf die Anzahl der Teile 
an. 

Z. 104 / 106 
(A) 

Tabelle 7-22: Überblick über die Argumentation von Simon und Akin 
 
Bemerkenswert ist, dass Akin wiederum direkt den Einwand des unvollständigen 
Ganzen von Simon zu verstehen scheint (Z. 27). An dieser Stelle wird ein Krite-
rium für die Gestaltung eines Ganzen deutlich, die für Simon notwendig, für 
Akin jedoch lediglich eine spezielle Eigenschaft darzustellen scheint, die nicht 
unbedingt erfüllt sein muss, damit das entstehende Objekt ein passendes Ganzes 
wird: Die äußere Form. In diesem speziellen Fall scheint die einspringende Ecke 
des Ganzen für Simon ein „unvollkommenes“ Ganzes zu suggerieren. Ob es 
dabei entscheidend ist, dass das Ganze die Form des Teils haben muss, nur grö-
ßer, oder ob das Kriterium an das Ganze darin besteht, „glatte“ Seiten oder eine 
bekannte geometrische Form zu haben, lässt sich hier nicht klären. Die Assozia-
tion der Form von Teil und Ganzem deutet sich z. T. in den schriftlichen Produk-
ten an (vgl. Code MG, aber auch nD, bei dem der Teil zu einem Teil eines neuen 
Drittels umgedeutet wurde). 
Die Aufgaben mit den geraden Nennern gelingen beiden Jungen sofort und rich-
tig. Hier ist das Erzeugen eines Ganzen ohne einspringende Ecken möglich, so 
dass das Problem des „unvollständigen“ Ganzen nicht erneut aufkommt. 
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Im zweiten Teil des Interviews, in dem die Interviewerin verschiedene Formen 
des Ganzen einschätzen lässt, zeigt sich erneut die unterschiedliche Argumenta-
tionsgrundlage für das, was ein Ganzes sein soll. Dieser Wechsel der Bezugnah-
men wird auch in Tabelle 7-22 sichtbar. Hier kann Akin verschiedene Ganze über 
die Anzahl der einzelnen Stücke als richtig identifizieren. Das Kriterium der 
äußeren Form zieht er nicht wieder explizit heran, sondern argumentiert über 
Verteilungssituationen. Akin scheint über das Interview hinweg die Anzahl der 
Stücke als das entscheidende Kriterium übernommen zu haben und auch Simons 
Ablehnung des Ganzen scheint ihn nicht (mehr) zu verunsichern. 
Simon hingegen nutzt vermutlich zwar z. T. das Kriterium der Anzahl der Quad-
rate, d. h. implizit die Größenrelation zwischen Teil und Ganzem, jedoch ordnet 
er dieses individuellen Ansprüchen unter.  
Insgesamt ist auffällig, dass beide Schüler Erklärungen aus dem Zusammenhang 
mit Essen und Trinken heranziehen (Kuchen, Lakritzstange, Wurst), um sich das 
Problem des richtigen Ganzen sinnhaft zu machen. Der Kontext scheint ihnen 
zum einen zu helfen, ein geeignetes Ganzes zu finden, jedoch bringt er auch z. T. 
eine Sichtbeschränkung mit sich: Simon legt zu starke Anforderungen an das 
Ganze, Akin hingegen unterscheidet auch zwischen den theoretisch denkbaren 
und den tatsächlich auszuführenden Ganzen (die eine Realisierung im Alltag 
besitzen) (vgl. Z. 58). Für ihn scheint dabei der Verteilungsvorgang eines Ganzen 
an mehrere Personen eine zentrale Vorstellung im Zusammenhang mit Anteilen 
zu sein.  
Das Heranziehen außermathematischer Erklärungen ist in der schriftlichen Erhe-
bung nicht in dieser Reichhaltigkeit beobachtbar (zumal da in Aufgabe 3 des 
Tests der Kontext Kuchen vorgegeben wurde).  

7.6.3 Laura und Melanie ergänzen zum Ganzen:  
Anzahl der Quadrate (7:11 – 18:02) 

Einordnung der Szene in das Gesamtinterview 
Dieser Interviewausschnitt, in dem Laura (L) und Melanie (M) die Aufgabe zum 
Ergänzen zum Ganzen bearbeiten (vgl. Abb. 7-31), stellt den zweiten Bearbei-
tungsprozess in diesem Interview dar. Zuvor haben die Mädchen erfolgreich die 
Bonbonaufgabe I bearbeitet (vgl. Abschnitt 7.3.3). Der Ausschnitt setzt mit Zeile 
1 bei 7:11 Minuten des Gesamtinterviews ein und umfasst ca. elf Minuten.  
Die Mädchen lösen die Aufgaben souverän und reflektieren im weiteren Verlauf 
darüber, ob man für die Lösung auch mehr als zwei Kästchen ergänzen kann und 
das vorgegebene Quadrat trotzdem 1/3 bleibt. 
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Das ist ein Drittel:             
 
Wie könnte dann die komplette Form aussehen? 

Jetzt ist es ein Viertel / ein Sechstel 
 
Wie könnte jetzt das Ganze aussehen? 

Abb. 7-31: Interviewaufgabe zum Ergänzen zum Ganzen (Quadrat) 
 
Da manche Phänomene bereits in den vorangehenden Interviews thematisiert 
wurden, werden im Folgenden nur die Transkriptstellen vertieft analysiert, die 
auf neue Aspekte verweisen (vgl. Tab. 7-23 für eine Übersicht über die Argumen-
tation).  
 
Zeile 1-18: „Das Quadrat ist 1/3“ – Zeichnung einer ersten Lösung 
Melanie findet nach der Klärung der Aufgabenstellung als erste Möglichkeit für 
das Ganze die Form eines Rechtecks und wenig später die eines „Turmes“. Laura 
fügt hinzu, dass man zwei „Kästchen“ an das vorhandene ergänzen könnte, ohne 
dabei genau zu sagen, wie sie diese anordnen würde.  
 
Zeile 19-57: Gibt es noch weitere Möglichkeiten? 
...  
25 L Oder ja, oder so, aber gibt`s da nicht vielleicht noch irgendwie `ne andere Möglich-

keit? Ja - öh - ja es sind bloß Kästchen, aber [unverständlich] wir hängen jetzt 
irgendwie nur 2 Kästchen dran, dass es insgesamt 3 Kästchen ergibt, aber irgend-
wie `ne andere Möglichkeit, mit der man irgendwie mehr Kästchen malen könnte, 
aber trotzdem es `n Drittel bleibt? [beide scheinen zu überlegen] eigentlich nicht 
oder? 

...  
31 L Muss, also das Kästchen hier ist ja immer 1/3, aber geht das vielleicht auch so, 

dass man mehr als jetzt nur zwei Kästchen dazu malt und das trotzdem 1/3 bleibt 
und dass- wir sind jetzt grad am überlegen. 

32 I Mhm
33 L Aber wir glauben eigentlich nicht, weil dann müsste man irgendwie noch andere 

Kästchen dazu malen, die dann auch zusammen 1/3 wären, also - das geht ir-
gendwie nicht. 

...  
38 L Mh, ja, äh, also wie`s eigentlich nicht gehen würde wär, wenn man jetzt zum Bei-

spiel 9 Kästchen hätte und davon 1/3 einzeichnen müsste, dann müsste man 
allerdings `ne Reihe einzeichnen [deutet mit dem Stift zwei waagerechte Reihen an] 
- dann wär`s 1/3 oder, aber das geht ja nicht [fährt mit dem Stift über ihr gefärbtes 
Kästchen], weil man soll ja äh nur das Kästchen benutzen, oder?  

…  
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Laura und Melanie tauschen sich über Melanies Lösung aus während die Inter-
viewerin kurz den Tisch wegen einer Unterbrechung verlässt (Z. 19-27; nicht 
vollständig abgedruckt). Laura bringt die Idee in das Gespräch ein, nach anderen 
Möglichkeiten zum Zeichnen des Ganzen zu suchen. Sie scheint nach einer Mög-
lichkeit für das Ganze durch Variation der Anzahl der Kästchen (weniger der 
Form oder der Anordnung) zu suchen (Z. 25). Die Anordnung der Teile scheint 
hingegen für Melanie ein entscheidendes Kriterium zu sein, denn sie differen-
ziert sogar zwischen der horizontalen und der vertikalen Darstellung eines 
1·3-Rechtecks (Z. 20-24; hier nicht abgedruckt). 
Beide Mädchen scheinen von der Variationsidee nicht überzeugt (Z. 26, 27; hier 
nicht abgedruckt). Dennoch erläutert Laura, aufgefordert durch die Interviewe-
rin, im Folgenden ihre Idee zur Variation der Anzahl der Quadrate (Z. 29-31; 
nicht vollständig abgedruckt). Diese schränkt sie jedoch direkt selbst wieder ein 
bzw. präzisiert sie: Wenn mehr als zwei Kästchen ergänzt werden, dann müssten 
mehrere Kästchen zusammen 1/3 ergeben (Z. 33). Diese Aussage ist nicht ganz 
eindeutig: So kann Laura zum einen an eine gleichzeitige Variation der Anzahl 
und der Größe der Kästchen denken, so dass ein mathematisch korrektes Ganzes 
entsteht. Zum anderen kann sie auch nur an die Variation der Anzahl der Quadra-
te denken. Die zweite Deutung erscheint im weiteren Verlauf wahrscheinlicher. 
Die ihr zugrunde liegenden Überlegungen sind u. U. Ausdruck operativer Vorge-
hensweisen: Wenn mehr Kästchen der Größe des vorgegebenen Quadrates dazu 
kommen, verändert sich die Größe des Ganzen, denn z. B. neun Quadrate sind 
zusammen größer als drei Quadrate der gleichen Größe. Da das so entstehende 
Ganze also größer wird, ist es ein anderes Ganzes und die Strategie des Hinzufü-
gens von mehr als zwei Quadraten der Ursprungsgröße kann daher keine richtige 
Lösung liefern. Für diese Deutung spricht ihre weitere Ausführung in Z. 38, wo 
sie an einem Gegenbeispiel erklärt (vgl. auch Code nD in Abschnitt 7.5.1-7.5.2). 
Diese Idee verfolgen die Mädchen auch im Folgenden weiter (Z. 39-57). 
Insgesamt zeigen sich hier Lauras flexible Umdeutungen und (operativen) Varia-
tionen, die sie auch noch im weiteren Verlauf des Interviews praktiziert (vgl. 
auch Abschnitt 7.3.4 zur Bonbonaufgabe II). 
 
Zeile 58-93: Andere Anordnung, Größe und Anzahl der Quadrate:   
Ist das ein Ganzes? 
Melanie nutzt bei der Beschreibung ihrer Lösung erneut Bezeichnungen aus der 
Alltagswelt („Tunnel“), um das Ganze zu charakterisieren (siehe auch Abschnitt 
7.6.2 für weitere Assoziationen aus dem Alltag). 
Die Interviewerin gibt den beiden ein Ganzes aus drei Quadraten in Form eines 
Hakens vor. Lauras Einschätzung dazu ist bemerkenswert: Die Form des Ganzen 
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ist unerheblich, entscheidend ist aber, dass 1/3 eingezeichnet ist. Ihre Formulie-
rung könnte allerdings ein Hinweis darauf sein, dass sie hier nicht das vorgege-
bene Quadrat als die das Ganze bestimmende Komponente deutet, sondern von 
dem Ganzen ausgehend guckt, ob Drittel eingezeichnet werden können. Melanie 
hingegen empfindet die Form des Hakens als merkwürdig.  
Das von der Interviewerin vorgegebene „Ganze“, das aus drei ungleich großen 
Quadraten besteht, lehnen beide Mädchen als falsch ab. Der restliche Teil dieser 
Episode beschäftigt sich mit Melanies und Lauras Versuch, das nicht passende 
Ganze zu einer geeigneten Form umzuwandeln.  
 
Zeile 94-127: 1/4 zum Ganzen ergänzen 
Nachdem die Aufgabenstellung geklärt ist, bestimmt Melanie das Ganze zum 
Anteil 1/4, indem sie das vorgegebene Quadrat zu einem großen Quadrat er-
gänzt; Laura zeichnet vier Quadrate übereinander (vgl. ihre Lösung zum Anteil 
1/3). Gleichzeitig hat sie auch erneut das Variieren des Teils und des Ganzen im 
Blick, d. h. sie betrachtet allgemeinere, über die konkrete Aufgabe hinausgehen-
de Strukturen: „Und wenn man dann, ja da könnte man ja so, wie hier oben 
[zeigt mit dem Stift auf die erste Aufgabe] die gleiche, das gleiche wenn man 
mehrere ausmalen würde, dann könnte würde der Turm auch größer, aber in dem 
Fall, wenn das ein Kästchen ist, das nur ausgemalt werden darf, also wenn das 
nur das eine Kästchen ist [zeigt auf das Kästchen, das sie gefärbt hat] was 1/4 
ist, dann kann man eigentlich nur 3 weitere Kästchen dazu malen“ (Z. 120). So 
erklärt Laura hier, wie sich das Ganze verändern würde, wenn man mehrere 
Kästchen ausmalen würde, d. h. wenn man das Viertel vergrößern würde. Diese 
operative Argumentation ist eine gute Grundlage für die Aufgabe Merves Prob-
lem (für die Analyse eines Bearbeitungsprozesses vgl. Abschnitt 8.2). Laura nutzt 
hier allerdings die Abhängigkeit des Ganzen vom Teil unter Beibehaltung des 
Anteils und nicht die Beibehaltung des Teils, wie es dort vorgegeben wird.  
 
Zeile 128-141: Verallgemeinerung für das Finden eines Ganzen 
Die Aufgabe zum Anteil 1/6 gelingt beiden Mädchen problemlos. Laura gibt eine 
allgemeine Regel zum Bestimmen des Ganzen an (Z. 139, 141): „…mh ist ja, 
das ist ja eigentlich immer dasselbe, man muss immer, zum Beispiel bei 1/6 5 
dran tun, bei 1/4 3 dran tun und bei 1/3 2 dran tun…“ und „… also immer das 
was fehlt dazu malen“. Damit nutzt sie hier die Beziehung zwischen dem vorge-
gebenen Teil und dem zum Ganzen fehlenden Rest.  
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Zusammenfassende Interpretation  
Dieses Interview zeigt im Vergleich zu den beiden anderen vertieft analysierten 
Interviews erweiterte Deutungen des Ganzen.  

Variation des Ganzen über seine Form und die Anzahl seiner Quadrate 
Direkt zu Beginn wird versucht, die Anzahl der zu ergänzenden Teile zu variie-
ren. Gleichzeitig ist aber auch die Form des Ganzen ein wichtiges Kriterium. 
Beide Aspekte lassen sich auch in der schriftlichen Erhebung bzw. in anderen 
Prozessen nachweisen: So gibt es wenige Lösungen im Test, bei denen für den 
Anteil 1/3 nicht zwei Stücke ergänzt wurden, sondern größere Einheiten zusam-
mengefasst wurden, so dass das vorgegebene Quadrat Teil eines neuen Drittels 
ist (Code nD). Der Fokus auf die Form des Ganzen kommt in dieser Untersu-
chung häufiger vor; so argumentieren etwa auch Simon und Akin über die Form 
des „Hakens“. In den schriftlichen Produkten zeigt sich eine Reflexion über die 
Form nicht in dieser Prozesshaftigkeit, dennoch können durch die Verteilung der 
Codes häufige und weniger häufige Formen des Ganzen identifiziert werden: Der 
„Haken“ stellt dabei eine eher seltene Realisierung dar (Code L).  
Im Bearbeitungsprozess von Laura und Melanie kommt als weiteres neues Krite-
rium neben der konkreten Form auch die Ausrichtung des Ganzen zum Blatt 
hinzu (vgl. Melanies „Turm“ und ihren „Tunnel“). Damit zeigt sich auch wieder 
der Bezug der gefundenen Formen zu verschiedenen „Welten“: Die Begriffe 
„Turm“ etc. verweisen auf alltagsweltliche Assoziationen des Ganzen, die neben 
eher fachlichen Aspekten bestehen. Dieses Phänomen zeigt sich auch in der Ar-
gumentation von Simon und Akin (vgl. Abschnitt 7.6.2). 
Laura unternimmt Versuche, vorgegebene, nicht passende Ganze durch Verdopp-
lung der Fläche und Umstrukturierungen so zu verändern, dass insgesamt ein 
Ganzes entsteht, das intern wieder als ein Vielfaches des Nenners des Anteils 
strukturiert werden kann. Für Laura scheint sich über den Verlauf des Interviews 
die Vorstellung zu verdichten, dass ein geeignetes Ganzes über die Anzahl seiner 
Teile bestimmt werden kann, ohne dass dabei eine konkrete Form mehr erwähnt 
werden müsste (z. B. in Z. 128-141). In der Argumentation über das Vergrößern 
des Ganzen unterscheidet sich dieses Interview von den beiden anderen.  
Die von der Interviewerin eingebrachte Variation über die Größe und Anzahl der 
Teile (Z. 58-93) können die Mädchen zwar nachvollziehen und auf einer allge-
meineren Ebene ausargumentieren, jedoch geht dieses Kriterium anscheinend 
nicht in ihr aktives Repertoire zur Erzeugung eines Ganzen ein.  
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Variieren von Strukturen 
Insgesamt zeigt diese Episode, dass das Umgehen mit und Variieren von Struktu-
ren ein guter Anlass zum Diskutieren und Argumentieren über die wesentlichen 
Merkmale eines Ganzen sein kann. Beide Mädchen können flexibel Konstellati-
onen variieren und umdeuten. Dies gelingt ihnen auch z. T. ohne die Unterstüt-
zung der Interviewerin, denn so ist es Laura, die hier auf die Anzahl der für das 
Ganze benötigten Stücke selbständig zu sprechen kommt (vgl. Z. 25; für die 
verschiedenen Argumentationen der beiden Mädchen vgl. auch Tab. 7-23). 
Dabei gibt es Hinweise darauf, dass für Lernende diese aus fachlicher Sicht „ein-
fachen“ Variationen und Zusammenhänge zwischen Teil und Ganzem keines-
wegs von sich aus plausibel sind, sondern Anlässe zum Erkunden und Erforschen 
darstellen können. So erscheint die Frage nach der Konsequenz der Variation der 
Anzahl der Quadrate auf das Ganze und den Anteil zunächst noch nicht vollstän-
dig überschaubar für die Mädchen.  

 
Einschätzung 

Fokus 
Kriterien für das
 (zeichnerische 
Bestimmen des) 

Ganze(n) 

Inhalt Beleg 
(Schüler / 
Schülerin) 

geometrische 
Struktur Form des Ganzen Das Ganze zu 1/3 könnte ein Rechteck 

sein. Z. 8 (M) 

arithmetische 
Struktur? Anzahl der Stücke Man könnte noch hier 2 Kästchen 

dranmalen. Z. 9 (L) 

geometrische 
Struktur 

Form des Ganzen
(lebensweltlich) Man könnte einen Turm machen. Z. 10 (M) 

geometrische 
Struktur? Form des Ganzen? Es gibt mehrere Möglichkeiten. Z. 11 (L) 

arithmetische 
Struktur? 
geometrische 
Struktur? 

Anzahl der Stücke / 
Form des Ganzen? 

Laura zeichnet ein vertikales Rechteck 
aus drei Teilen. Z. 17 (L) 

geometrische 
Struktur? 

Form des Ganzen? 
Ausrichtung des 
Ganzen? 

Melanie zeichnet zwei Lösungen: Ein 
Ganzes aus drei Teilen als 1·3-
Rechteck und als 
3·1-Rechteck  

Z. 17-20 (M) 

arithmetische 
Struktur Anzahl der Stücke 1/3 ist 1 von 3 Stücken. Z. 22 (M) 

arithmetische 
Struktur Anzahl der Stücke 1 Kästchen von 3 ist 1/3. Z. 29 (L) 
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Einschätzung 
Fokus 

Kriterien für das
 (zeichnerische 
Bestimmen des) 

Ganze(n) 

Inhalt Beleg 
(Schüler / 
Schülerin) 

arithmetische 
Struktur? 
geometrische 
Struktur? 

Anzahl der Stücke 
Art der Stücke? 

Könnte man mehr als 2 Kästchen 
anhängen, dass es 1/3 bleibt? Z. 25-32 (L) 

arithmetische 
Struktur? 
geometrische 
Struktur? 

Anzahl der Stücke 
Einheiten 
Größe der Stücke 

Dann müssten mehrere Kästchen 
zusammen 1/3 sein und das geht 
irgendwie nicht. 

Z. 33 (L) 

arithmetische 
Struktur? 
geometrische 
Struktur? 

Anzahl der Stücke 
Einheiten 
Beschaffenheit der 
Stücke 

Man könnte mehrere Kästchen zu-
sammen nehmen: von 9 ist 1/3 eine 
Reihe, aber man soll ja das vorgege-
bene Kästchen nutzen, also geht das 
nicht. 

Z. 38-45  
(L / M) 

geometrische 
Struktur 

Form des Ganzen
(auch lebenswelt-
lich) 

Das Ganze ist wie ein Tunnel / Recht-
eck / Linie 

Z. 58-62  
(M / L) 

arithmetische 
Struktur /  
arithmetische 
Struktur 

Relation zum Gan-
zen? 

Die Form ist egal, Hauptsache, es ist 
1/3. Z. 64-67 (L) 

geometrische 
Struktur Form des Ganzen Der Haken ist eine komische Form. Z. 68 (M) 

arithmetische 
Struktur? 
geometrische 
Struktur? 

Anzahl der Stücke / 
Form des Ganzen? 

Den Haken kann man zu einer ande-
ren Form mit anderen Dritteln ergän-
zen. 

Z. 69-71 (L) 

arithmetische 
Struktur? 
geometrische 
Struktur? 

Die drei Stücke 
dürfen nicht un-
gleich groß sein 

Der Haken mit ungleich großen Stü-
cken ist kein richtiges Ganzes. 

Z. 80-93  
(L / M) 

arithmetische 
Struktur? 
geometrische 
Struktur 

Anzahl der Stücke? 
Form des Ganzen 

Das Ganze zum Anteil 1/4 kann ein 
„Turm“ oder auch ein „Viererding“ sein. 

Z. 114-118  
(L / M) 

arithmetische 
Struktur 
geometrische 
Struktur 

Anzahl der Stücke 
Einheiten 
Form des Ganzen 

Wenn man mehrere Kästchen ausmalt 
und den „Turm“ verlängert, kann man 
1/4 darstellen. Wenn man das vorge-
gebene Quadrat nutzen muss, darf 
man nur drei weitere ergänzen. 

Z. 120 (L) 

arithmetische 
Struktur 

Anzahl und Größe 
der Stücke 

Man kann mehrere Stücke zu neuen 
Stücken zusammenfassen.  

Z. 121-127  
(L / M) 
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Einschätzung 
Fokus 

Kriterien für das
 (zeichnerische 
Bestimmen des) 

Ganze(n) 

Inhalt Beleg 
(Schüler / 
Schülerin) 

arithmetische 
Struktur? 
geometrische 
Struktur 

Anzahl der Stücke? 
Form des Ganzen 

Man kann einen Turm zeichnen. Es 
müssen nur 5 Stücke ergänzt werden. 

Z. 129-138  
(L / M) 

arithmetische 
Struktur 

Anzahl der Stücke /  
Teil-Rest 

Man muss immer die fehlenden Käst-
chen dazu tun: 1/6 Æ 5, 1/4 Æ 3, 1/3 
Æ 2 

Z. 139 (L) 

Tabelle 7-23: Überblick über die Argumentation von Laura und Melanie 

7.7 Diskussion der empirischen Befunde 
In diesem Abschnitt werden die Befunde zur Konstellation III „Gegeben sind 
Anteil und Teil, gesucht ist das Ganze“ entlang der konkretisierten Forschungs-
fragen diskutiert und eingeordnet. 
Die hier vertieft analysierten Aufgaben finden sich in ähnlicher Form z. T. in 
Lehrgängen oder diagnostischen Tests bzw. Interviews (z. B. Hasemann 1981, 
Alexander 1997, Peter-Koop / Specht 2011), jedoch lassen sich in der einschlä-
gigen Literatur nur wenige empirische Daten zu Lösungswegen oder Lösungs-
häufigkeiten finden (z. B. Hasemann 1981). Die vorliegende Studie untersucht 
diese Aufgaben gezielt mit dem Fokus auf die Vorgehensweisen von Lernenden 
zur Bestimmung des Ganzen und mit Blick auf das Herstellen von Zusammen-
hängen zwischen Teil, Anteil und Ganzem. 
 
Erste konkretisierte Forschungsfrage:  
Wie gehen Lernende in Konstellation III mit Teil, Anteil und Ganzem um? 

a) Welche Bearbeitungswege lassen sich in den schriftlichen Produkten der Ler-
nenden erkennen und wie strukturieren diese die Zusammenhänge zwischen 
Anteil und Teil, um das Ganze zu bestimmen, wenn eine Menge bzw. ein flä-
chiger Teil und ein Nicht- bzw. Stammbruch vorgegeben sind? 

b) Welche Strategien werden in den Interviews genutzt, um das Ganze zu be-
stimmen? Wie entwickeln sie sich und wie nutzen sie die Zusammenhänge zwi-
schen Teil, Anteil und Ganzem, wenn eine Menge bzw. ein flächiger Teil und 
ein Nicht- bzw. Stammbruch vorgegeben sind? 
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c) Welche weiteren individuellen Bedingungen und Vorstellungen werden neben 
den fachlich notwendigen mit dem Ganzen verbunden? 

 
Im Folgenden werden die Forschungsfragen 1a) und 1b) im Sinne einer Verdich-
tung wieder gemeinsam betrachtet, da sich hier viele Parallelen zeigen. 

Zu a) bzw. b): Wie strukturieren Lernende die Zusammenhänge zwischen Teil, 
Anteil und Ganzem, wenn eine Menge bzw. ein flächiger Teil und ein Nicht- bzw. 
Stammbruch vorgegeben sind? 
Im Hinblick auf die schriftlichen Produkte und die Prozesse in den Interviews 
lassen sich folgende Aspekte und Vorgehensweisen unterscheiden: 

1. Tragfähige Zusammenhänge werden meist über Einheiten (operativ) her-
gestellt. Dabei unterscheiden sich die Vorgehensweisen teilweise für ver-
schiedene Anteile und Teile. 
2. Für den flächigen Teil scheint neben den Einheiten, in die das Ganze zer-
legbar ist, auch deren konkrete Anordnung eine Bedeutung für Lernende zu 
haben. 
3. Nicht tragfähige Bearbeitungen lassen sich z. T. auf inhaltliche Schwierig-
keiten (z. B. Uminterpretation von Strukturen) zurückführen.  

 
Zu 1.: Tragfähige Zusammenhänge werden meist über Einheiten (operativ) her-
gestellt. Dabei unterscheiden sich die Vorgehensweisen teilweise für verschiede-
ne Anteile und Teile. 
Die Analyse der sechs vertieft analysierten Items zeigt, dass die Schülerinnen 
und Schüler sowohl in den Interviews als auch im schriftlichen Test eine Vielzahl 
tragfähiger Vorgehensweisen genutzt haben, um das Ganze zu bestimmen. 
Für das diskrete Ganze zeigt sich, dass Lernende vielfältige Strukturierungen 
vornehmen und nutzen, wie das fortgesetzte Verdoppeln des Teils oder das Bil-
den und Umbilden von Einheiten (durch den Nenner des Anteils) oder die Teil-
Rest-Struktur (Codes V, RZ, R, H). So ist das Vervielfachen des Teils im schriftli-
chen Test die häufigste tragfähige Lösung für Item 2b. 
Die Prozesse in den Interviews lassen komplexe mentale Operationen zu Tage 
treten, die in dieser Reichhaltigkeit nicht zu erwarten waren. Es lassen sich ope-
rative Vorgehensweisen ausmachen, die weit über die später auch in der Prozent-
rechnung für die entsprechende Grundaufgabe III standardisierten Rechenverfah-
ren hinausgehen. So werden z. T. systematische Veränderungen der Strukturen 
vorgenommen oder operativ Begründungen und Zusammenhänge abgeleitet und 



7.7 Diskussion der empirischen Befunde 315

validiert (wie z. B. das Ganze zum Anteil 2/3 aus dem Ganzen zum Anteil 1/3; 
vgl. Abschnitt 7.3.4). Auch bei den Aufgaben zum flächigen Teil zeigen sich 
operative Vorgehensweisen, wenn etwa darüber reflektiert wird, ob der „Haken“ 
(Code L) ein geeignetes Ganzes zum Anteil 1/3 ist (vgl. Abschnitt 7.6.2). 
Den Bildern in Aufgabe 2 kommt vermutlich für die Lösungsprozesse an sich 
nicht immer eine große Bedeutung zu. Sie können aber – z. B. in der diskret-
kontinuierlichen Kombination – als Strukturierungshilfe zum Erarbeiten der 
Lösung dienen, wie die Prozesse in den Interviews zeigen. Hier besteht für die 
Gestaltung von Lernprozessen ein Potenzial, das systematischer genutzt werden 
kann. So kann auch der Hinweis auf eine Strukturierung der Zeichnung helfen, 
Zusammenhänge zu erarbeiten und zu überdenken.  
Im Hinblick auf das Zeichnen des Ganzen bei gegebenem flächigen Teil lässt 
sich feststellen, dass es auch hier eine Vielzahl möglicher Umsetzungen gibt, wie 
das Ganze aus dem Teil und dem Anteil rekonstruiert wird. Diese Vielfalt betrifft 
hier jedoch weniger die strukturelle, als die gestalterische Ebene. 
Zu 2.: Für den flächigen Teil scheint neben den Einheiten, in die das Ganze zer-
legbar ist, auch deren konkrete Anordnung eine Bedeutung für Lernende zu ha-
ben. 
Für den flächigen Teil wird in der Mehrzahl der Bearbeitungen zwar das Ganze 
als mehrfache Replikation des vorgegebenen Teils erzeugt (Skalierungen oder 
Teil-Rest-Strukturen kommen nur sehr selten vor; vgl. Code SK und IG; dies 
kann aber auch u. U. mit der Aufgabenstellung zusammen hängen). Die Vielfalt 
ergibt sich hier jedoch nicht über verschiedene interne Strukturierungen, sondern 
über die verschiedenen äußeren Formen des Ganzen (z. B. Codes D, Z, S für 
Item 4b). Auch das tragfähige Ergänzen anders geformter Stücke oder einer an-
deren Anzahl von Stücken kommt so gut wie nicht vor (z. B. ein Teil der Bear-
beitungen zum Code rsonst für Item 4b). Das bedeutet jedoch nicht, dass diese 
Schülerinnen und Schüler andere Kriterien für ein Ganzes grundsätzlich nicht 
anlegen können, wie die Ergebnisse der Interviewanalysen andeuten. 
So scheinen Lernende bestimmte äußere Eigenschaften des Ganzen unterschied-
lich stark zu gewichten. Insgesamt lassen sich für die Gestaltung des Ganzen 
zum kontinuierlichen Teil folgende Aspekte identifizieren: 

• Es wird die richtige Form und die richtige Anzahl an Teilen ergänzt. 
• Es wird sinngemäß ein Stück ergänzt, dass der Summe der fehlenden 

Teile entsprechen soll. Dabei gibt es unterschiedliche Abstufungen: 
o Es wird im Verhältnis richtig ergänzt. 
o Eine harmonische schöne Form als Ganzes wird angestrebt 

(z. B. die Ausgangsform in größer). Dabei scheint eine wichti-
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ge Orientierung auch der Blick auf aus dem Alltag oder Unter-
richt bekannte Formen zu sein (vgl. z. B. die Assoziationen 
von Simon, Akin, Laura und Melanie in den Interviews). 

• Es wird die Form der Teile beibehalten, aber die Anzahl der Stücke vari-
iert, so dass aus diesen ein harmonisches schönes Ganzes konstruiert 
werden kann.  

• Es wird die Anzahl der zu ergänzenden Teile beibehalten, aber die Form 
wird (vermutlich zugunsten eines harmonischen schönen Ganzen) ange-
glichen.  

Zu 3.: Nicht tragfähige Bearbeitungen lassen sich z. T. auf inhaltliche Schwierig-
keiten (z. B. Uminterpretation von Strukturen) zurückführen. 
Für das Ergänzen des diskreten Teils zum Ganzen gibt es eine Vielzahl nicht 
tragfähiger Bearbeitungen: Die Schwierigkeiten bei Konstellation III nehmen 
vom Stammbruch zum Nicht-Stammbruch zu. Während beim Stammbruch vor 
allem der Teil zum Ganzen umgedeutet oder der Zähler des Anteils zum mathe-
matisch korrekten Ganzen hinzugerechnet wird (Codes T·A, Y), sind die Schwie-
rigkeiten für den Nicht-Stammbruch deutlich anders gelagert. Hier bereitet die 
notwendige Strukturierung durch den Zähler (bzw. überhaupt dessen Einbezie-
hung) Schwierigkeiten (Codes nD, GG): So wird er z. T. nicht genutzt oder seine 
Bedeutung für das Ganze wird – z. B. vor dem Hintergrund der Erfahrungen mit 
Verteilungssituationen – umgedeutet (z. B. Abschnitt 7.3.2). Die Lösungen zum 
Code GG lassen sich alleine aus den schriftlichen Daten heraus inhaltlich 
schlecht einordnen und verweisen zunächst auf die Anwendung eines falschen 
Kalküls. Die Prozessanalyse des Interviews mit Simon und Akin liefert hier 
jedoch auch eine inhaltliche alternative Deutung: So kann die Multiplikation mit 
dem Zähler in einem falsch angenommenen Zusammenhang zwischen Teil, An-
teil und Ganzem bestehen (gleichsinnig; vgl. Abschnitt 7.3.2). 
Die häufigste Schwierigkeit für den flächigen Teil besteht in der Verwendung des 
Teils als Ganzes (Codes gget, aget; vgl. auch die Umdeutung des Teils zum Gan-
zen beim diskreten Teil, Code T·A). Diese Irritation ist möglicherweise auf die 
für Lernende u. U. ungewohntere Konstellation zurück zu führen, wie sich auch 
z. T. in den Interviews zeigt. Dabei lässt sich eine Zunahme der Schwierigkeit 
von Aufgabe 3 zu 4 feststellen. 
Es zeigen sich auch Hinweise auf die Schwierigkeit der Überbetonung einer 
einzigen Darstellung, wie den Kreis: Einige Lernende wechseln die Darstellung 
in der Art, dass aus der Bestimmung des Ganzen z. T. die Bestimmung des Teils 
zum Ganzen wird (vgl. Jules Bearbeitung in Abschnitt 7.6.1 und die Codes 
sonstD, sonstDr, sonstR).  
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Gleichzeitig offenbaren sich fehlerhafte bzw. z. T. zu enge Vorstellungen von 
dem, was ein Ganzes ist. 

Zu c): Welche weiteren individuellen Bedingungen und Vorstellungen werden 
neben den fachlich notwendigen mit dem Ganzen verbunden?  
Die individuellen Vorstellungen, die in dieser Untersuchung zu Tage treten, las-
sen sich zwei Bereichen zuordnen: Zum einen dem Bereich struktureller Zu-
sammenhänge und zum anderen dem der äußeren Gestalt. 
In den Interviews argumentieren einige Lernende für den flächigen Teil durchaus 
mit mathematischen Strukturen, wie Teil und Rest oder mit der Anzahl der zu 
ergänzenden Teile und variieren diese auch teilweise. Wieder andere suchen in 
ihrem Alltag nach konkreten Repräsentanten für die Form des Ganzen: Das, was 
als Form in der Alltagswelt erscheint, kann auch als Ganzes akzeptiert werden. 
Diese Repräsentanten helfen den Lernenden dabei, über die von ihnen gefunde-
nen Ganzen zu reden, können aber auch den Fokus von den Zusammenhängen 
und Strukturen weglenken, die letztendlich die entscheidenden mathematischen 
Bezugspunkte für die Konstruktion des Ganzen – auch im Hinblick auf diskrete 
Mengen – sind. Dabei werden z. T. die mathematischen Anforderungen an ein 
Ganzes eingeschränkt: So wird das Ganze etwa zu Gunsten der äußeren Form in 
seiner Größe durch das Hinzufügen weiterer Stücke, die Anpassung der Größe 
der einzelnen Teile oder das Weglassen von Teilen variiert und erfüllt damit nicht 
immer die fachlichen Kriterien eines Ganzen (vgl. z. B. die Codes AnzS, MGD 
für Item 4b). Zu diesem Phänomen zählt auch die Beobachtung, dass manche 
Lernende einen starken visuellen Zusammenhang zwischen dem Teil und dem 
Ganzen herstellen (z. B. Codes MG, MGD).  
Im Zusammenhang mit der Darstellung vom Ganzen lässt sich auch in anderen 
Untersuchungen der Fokus mancher Lernender auf die äußere Gestalt des Gan-
zen anstelle interner Zusammenhänge und Strukturen erkennen. So stellen einige 
Schülerinnen und Schüler in einer Untersuchung von Malle / Huber (2004) die 
Additionsaufgabe 1/2 + 1/3 = 5/6 mit unterschiedlichen Ganzen dar (vgl. ebd., 
S. 21). Was zunächst als reines Problem der Darstellung erscheinen mag, kann 
auf eine nicht tragfähige Umsetzung von Strukturen verweisen. Für diskrete 
Mengen ist letztendlich die äußere Form ein nicht greifendes Kriterium, was 
dafür spricht, strukturelle Zusammenhänge zunehmend in den Blick zu nehmen 
(vgl. auch 7.4). 
Für das Bestimmen des Ganzen zu einem flächigen Teil zeigt sich in den Inter-
views, dass Lernende z. T. das Ganze in verschiedenen Kontexten deuten (kön-
nen), auf welche sie ihre Argumentationen stützen. Dabei wechseln sie z. T. auch 
zwischen diesen verschiedenen Bezugsbasen und bearbeiten Teilaspekte. Je nach 
eingenommener Perspektive können sie dann auch unterschiedliche Kriterien für 
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die Bewertung eines Ganzen nutzen, welche auch unverbunden nebeneinander 
bestehen können: Das Interview mit Simon und Akin (Abschnitt 7.6.2) zeigt, 
dass Akin zwischen verschiedenen Kontexten für die Argumentation zu einem 
geeigneten Ganzen wechseln kann: Den Haken (Code L) kann er aus arithmeti-
scher Perspektive über die Anzahl der Stücke als geeignetes Ganzes identifizie-
ren, während er aus einer geometrischen oder auch alltagsweltlichen Perspektive 
Simons Vorbehalte gegenüber einem „unvollständigen“ Ganzen nachvollziehen 
kann und selbst Beispiele zur Argumentation (Kuchenkontext) heranzieht. Ähn-
liche Phänomene zeigen sich auch in anderen Interviews.  
Diese Interpretationen in den verschiedenen „Welten“ können sowohl eine Ver-
ständigung und Argumentation über bestimmte Phänomene erleichtern (etwa das 
Verteilen im Kuchenkontext als Rechtfertigung des gefundenen Ganzen in Ab-
schnitt 7.6.2 oder die Klassifizierung des Ganzen als „Turm“, den man, wenn 
man mehr Teile markiert, größer machen muss in Abschnitt 7.6.3) als auch den 
Blick für wesentliche Aspekte versperren (wenn etwa das „Ganze“ immer als 
„komplette Form“ gedeutet wird). 
Bei dem diskreten Teil zeigen sich vor allem individuelle Vorstellungen über 
strukturelle Zusammenhänge zwischen Teil und Ganzem. So werden diese z. T. 
gleichsinnig gedacht: Das Erfassen von Konstellation III bedeutet für Lernende 
z. T. einen Bruch mit zuvor erarbeiteten Zusammenhängen zwischen Teil, Anteil 
und Ganzem, die explizit aufgegriffen und thematisiert werden müssen. So muss 
auch das Ganze als eine flexible Größe angenommen werden können, die sich 
durch Teil und Anteil bestimmen lässt und nicht von vornherein notwendiger-
weise da sein muss, damit Anteile und Teile betrachtet werden können.  
Die in dieser Erhebung zu Tage tretenden Vorstellungen und Strukturierungen 
zeigen somit, dass die aus fachlicher Sicht klare Konstellation III für Lernende 
nicht unbedingt so unmittelbar zugänglich ist, wie angenommen.  
 
Zweite konkretisierte Forschungsfrage:   
Wie können Schwierigkeiten und Hürden von Lernenden im Zusammen-
hang mit der Konstellation III überwunden werden? 
Besonders die Ergebnisse aus den Interviews zeigen in der Reichhaltigkeit der 
Vorgehensweisen, die noch durch kein Standardverfahren vereinheitlicht sind, 
ein hohes Potenzial an Zugängen und Strukturierungen, die weiter aufgegriffen 
und thematisiert werden sollten. So zeigen manche Lernende eine erstaunliche 
Flexibilität darin, sich Konstellationen umzustrukturieren oder Probleme von 
unterschiedlichen Seiten anzugehen. In diesem Umgang mit Strukturen und 
Zusammenhängen steckt ein Potenzial für eine flexiblere Sicht auf das System 
aus Teil, Anteil und Ganzem: So haben Lernende, die sich nur auf die Formeln 
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verlassen, ein viel geringeres Repertoire an Werkzeugen, sich komplexe Sach-
verhalte zu erschließen. Gehen Lernende explorativ und operativ-probierend an 
Problemstellungen heran, bietet sich ihnen die Chance, Zusammenhänge durch 
gezieltes Variieren der Komponenten in ihrem Funktionieren und Ineinandergrei-
fen zu erforschen, zu verstehen und selbst im Anschluss aktiv zu nutzen. Der 
Kalkül kann dabei aus der aktiven Auseinandersetzung mit den Strukturen inhalt-
lich motiviert entstehen. 
Gleichzeitig können durch das operative Explorieren auch scheinbare Selbstver-
ständlichkeiten und intuitive Annahmen verständnisorientiert geprüft und hinter-
fragt werden: Das Wissen um die Schwierigkeit der Strukturierung von Konstel-
lation III muss aufgegriffen werden, um sie explizit zu thematisieren (und erkun-
den zu lassen). Fragen wie „Wie erreiche ich durch Variation von Teil und Anteil 
ein größeres / kleineres Ganzes?“ „Was ändert sich, wenn ich vom Stammbruch 
zum Nicht-Stammbruch übergehe?“ können dazu ebenso beitragen, wie das An-
fertigen von Bildern. Bei letzteren ist auch das Sensibilisieren für die wesentli-
chen Strukturmerkmale einer Zeichnung entscheidend. Aber auch auf formschö-
ne Ganze verengte Vorstellungen brauchen Gegenbeispiele in Aufgaben der 
Konstellation I. Damit gehen die Vorstellungen mancher Lernenden z. T. erheb-
lich über die Anforderungen, die die Mathematik an ein Ganzes stellt, hinaus und 
können damit die Sicht auf das eigentlich Wesentliche der Situation verstellen. 
Hier können sich Aktivitäten ergeben, in denen die Lernenden neben der Form 
verschiedener Ganzer auch weitere Aspekte in den Blick nehmen, diese verglei-
chen und systematisieren. Es zeigt sich in den Interviews z. B. auch, dass Ler-
nende, wenn sie zur Reflexion aufgefordert werden, auch durchaus weitere Rea-
lisierungen des Ganzen und Kriterien entdecken und nachvollziehen können. 
Diese müssen jedoch nicht (unbedingt) in ihr aktives Repertoire eingehen. 
Im Wechsel zwischen verschiedenen Sichtweisen auf die Konstellation (z. B. zur 
Überprüfung der vervollständigten Konstellation III die Konstellation I heranzie-
hen und den Teil zum Ganzen prüfen) steckt ebenfalls ein Potenzial zum Flexibi-
lisieren von Sichtweisen auf das Ganze und die Zusammenhänge mit dem Teil 
und dem Anteil. 
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In den Kapiteln 5 bis 7 wurden die Konstellatio-
nen I bis III sowohl anhand von schriftlichen 
Produkten als auch Bearbeitungsprozessen in 
Interviews untersucht. Dabei handelte es sich vor 
allem um die Intra-Perspektive. In Kapitel 8 wer-
den Konstellationen aus der Inter-Perspektive betrachtet (vgl. Abschnitt 1.7.5): 
Hierbei rücken Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem über die 
einzelne, konkrete Konstellation hinweg in den Blick. Wenn Lernende mit ver-
schiedenen Konstellationen gleichzeitig arbeiten, müssen sie nicht nur die Zu-
sammenhänge zwischen einem konkreten Teil, Anteil und Ganzem erkunden bzw. 
herstellen. Vielmehr müssen sie alle drei Komponenten Teil, Anteil und Ganzes 
gleichzeitig in den Blick nehmen und mit anderen Konstellationen vergleichen, 
sie in andere Konstellationen überführen oder sie mit anderen Konstellationen 
kombinieren. Dabei können sich die gleichzeitig betrachteten Konstellationen 
sowohl in ihrer Art (z. B. wird Konstellation I mit Konstellation III kombiniert) 
als auch in konkreten (Zahl-)Werten unterscheiden. 
Beim Herstellen von Zusammenhängen zwischen verschiedenen Konstellationen 
kommt operativen Strategien eine Bedeutung zu (vgl. Abschnitt 1.8.1): Mit ihnen 
lassen sich verschiedene Konstellationen ineinander überführen und vergleichen.  
Manche Lernende nutzen die Konsequenzen operativer Strategien bereits bei der 
Betrachtung einer einzelnen Konstellation als „Werkzeug“ (vgl. Abschnitt 1.8.2 
und 7.3.4), z. B.: „Wenn ich das Ganze zum Anteil 2/3 suche, kann ich zunächst 
das Ganze zum Anteil 1/3 berechnen, doch was folgt daraus für das gesuchte 
Ganze?“ Bei der hier mit Item 3c vorgestellten Inter-Perspektive wird das Arbei-
ten mit verschiedenen Konstellationen jedoch notwendig, um das gestellte Prob-
lem zu lösen. Fragen, die sich hier stellen, um Zusammenhänge zwischen den 
Komponenten zu verstehen und Veränderungen von einer Konstellation zur an-
deren konstruktiv zu nutzen, sind dann z. B.: Welchen Einfluss hat das Austau-
schen einer der drei Komponenten Teil, Anteil und Ganzes auf die Konstellation 
und wie unterscheidet sich diese dann von der ursprünglichen Konstellation? 
Oder: Wenn das Quadrat 1/3 ist, sieht das Ganze so aus. Wenn das Quadrat 1/6 
ist, sieht es so aus. Welche Veränderung bewirkt nun, dass der Teil zu 1/3 größer 
/ kleiner als der zu 1/6 ist?  
Nach der Darstellung der konkretisierten Forschungsfragen wird zunächst ein 
Bearbeitungsprozess vorgestellt. Im Anschluss werden schriftliche Lösungen als 
Auswahl aus der möglichen Bearbeitungsvielfalt dargestellt. Dieses Vorgehen 
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soll für die in der Aufgabe angelegte Komplexität sensibilisieren: Der Interview-
ausschnitt macht die kognitiven Anforderungen deutlich, die für Lernende in der 
Aufgabe stecken. So stellt das Argumentieren über die hier abgefragten Zusam-
menhänge für Lernende oft keine Routine dar: Die Analyse eines konkreten 
erfolgreichen Bearbeitungsprozesses zeigt trotz herausragender Argumentations-
leistung der beiden Schüler kognitive Hürden, die für Lernende entstehen kön-
nen. Damit stellt der Prozess zwar eine „Sternstunde“ dar, lässt aber durchaus 
allgemeinere Phänomene erkennen.  
Die im Test eingesetzte Aufgabe wird nicht vertieft mittels Codierung ausgewer-
tet: Die Interviews zeigen bereits den hohen Anspruch, der im Ausformulieren 
der Zusammenhänge steckt; die schriftliche Fixierung stellt daher eine noch 
größere Herausforderung für Lernende dar. Einige Schülerinnen und Schüler sind 
ihr dennoch nachgekommen, obgleich nicht alle Antworten interpretierbar waren. 
Daher kann diese Aufgabe zwar nicht vollständig codiert werden, jedoch soll auf 
die Darstellung ausgewählter Bearbeitungen nicht verzichtet werden, um die 
Leistungen der Lernenden zu würdigen: Diese bieten aufschlussreiche Einblicke 
in die Strukturierung von Zusammenhängen zwischen Teil, Anteil und Ganzem 
unter unterschiedlichen Gesichtspunkten. 
Das Kapitel schließt mit der Zusammenfassung der empirischen Befunde zu den 
konkretisierten Forschungsfragen. 

8.1 Konkretisierung der übergeordneten 
Forschungsfragen 

Mit Item 3c, in der es um die Argumentation zu verschiedenen Ganzen im Ku-
chenkontext geht, soll untersucht werden, inwiefern das gleichzeitige Umgehen 
mit unterschiedlichen Konstellationen dazu beitragen kann, das Ganze und die 
Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem flexibel zu nutzen und 
Strukturen zu erkunden. Dabei ist bei der hier dargestellten Kombination die 
gleichzeitige Einnahme zweier Sichtweisen hilfreich: Die der Abhängigkeit des 
Ganzen vom Teil (des Kuchens von der Stückgröße) und die der Abhängigkeit 
des Teils vom Ganzen (des Kuchenstücks vom Kuchen; vgl. Abb. 8-1). Die For-
schungsfragen können damit wie folgt konkretisiert werden: 

1. Wie stellen Lernende Zusammenhänge zwischen Konstellationen her? 

a. Welche Vorstellungen zu den Zusammenhängen zwischen Teil, 
Anteil und Ganzem aktivieren die Lernenden beim Umgang mit 
verschiedenen Konstellationen? 

b. Worauf stützen die Lernenden ihre Argumentation? 
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2. Wie können Schwierigkeiten und Hürden von Lernenden im Zusammen-
hang mit dem Herstellen von Zusammenhängen zwischen verschiedenen 
Konstellationen überwunden werden? 
 

Merve findet die Aufgabe doof:  
 
 
 
 
 

Sie hat die Aufgabe so gelöst: 
Was sagst du zu Merves Lösung?  
Was hat sie sich gedacht? Was würdest du ihr sagen?  
Hat sie die Aufgabe richtig gelöst? 

                           

Abb. 8-1: Merves Problem: „Und 1/6 ist doch immer kleiner als 1/3, oder nicht?!“ 

8.2 Simon und Akin bearbeiten Merves Problem:  
  Der wachsende Kuchen (29:37 – 36:35) 

Einordnung der Szene in das Gesamtinterview 
Der folgende Interviewausschnitt mit Simon (S) und Akin (A) schließt sich an 
die Bearbeitung einer Aufgabe zum Ergänzen eines Teils zum Ganzen mit einer 
Strecke an. Dieser Szene geht wiederum die in Abschnitt 7.6.2 interpretierte 
Episode voraus, in der die Schüler ein vorgegebenes Quadrat zeichnerisch zu 
einem Ganzen ergänzen.  
In der hier bearbeiteten Aufgabe wundert sich Merve, dass das gleiche Quadrat 
einmal 1/3 und einmal 1/6 sein soll. Als Anlass zum Argumentieren ist ihre 
Zeichnung abgedruckt: Einmal ist das vorgegebene Quadrat 1/3 und einmal wur-
den drei dieser Quadrate jeweils in der Mitte halbiert, so dass Sechstel entstehen 
(Abb. 8-1). Die Zeichnung nimmt damit Bezug auf die Vorstellung, dass sich 
beide Anteile auf dasselbe Ganze beziehen.  
Simon und Akin bearbeiten die Aufgabe in insgesamt sieben Minuten. Nach ca. 
zwei Minuten gibt Simon bereits eine anschauliche Beschreibung vom Zusam-
menhang zwischen der Größe des Kuchens und der einzelnen Stücke. Während 

Aber das macht doch keinen Sinn! Die Aufgabe ist doch total doof! Das kann doch 

gar nicht sein, dass das Quadrat da gleichzeitig ein Drittel und ein Sechstel ist! Die 

Stücke sind doch beide Male gleich groß…. Und 1
6 ist doch immer kleiner als 1

3 , 

oder nicht?! 

(Bildrechte (Merve) Cornelsen-Verlag) 
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des restlichen Interviews wird Merves Zeichnung diskutiert. Der Kern der Auf-
gabe, dass hier zwei Sichtweisen auf das Ganze konkurrieren (gleich große ver-
sus unterschiedlich große Ganze), ist zu diesem Zeitpunkt allerdings bereits 
geklärt.  
Der Interviewausschnitt wurde für die Analyse ausgewählt, da es sich um eine 
herausragende Argumentationsleistung vor allem von Simon handelt, die in den 
schriftlichen Bearbeitungen in ihrer Genese so nicht beobachtbar ist. Gleichzeitig 
zeigen sich aber auch kognitive Herausforderungen, die in diesem Arbeitsauftrag 
stecken. Dies wird besonders deutlich in Zeile 24 des Interviewtranskripts. 
 
Zeile 1-15: Einstieg in die Aufgabe  
In diesem Gesprächsabschnitt werden technische Dinge besprochen; (die hier 
nicht abgedruckte Zeile 1 beginnt bei 29:37 Minuten des Gesamtinterviews). Die 
Interviewerin führt in die Aufgabe ein und stellt den Zusammenhang zur zuvor 
bearbeiteten Quadrat-Aufgabe her. Nachdem sich die Jungen auf die Aufgabe 
eingelassen haben und die Aufgabenstellung geklärt ist, entwickelt Simon eine 
Lösung (vgl. Z. 16). 
 
 Zeile 16-20: Muss der Kuchen größer oder kleiner werden? 
16 S Das müsste, dann is, wenn das jetzt `n Kuchen wäre, das wäre jetzt hier 1/3 [fährt mit 

dem Stift die Kanten des Quadrates auf dem Blatt ab, das für 1/3 steht] - dann müss-
te d-das Sechstel, müsste eigentlich kleiner gemacht werden, wenn der Kuchen 
genauso groß ist [zeigt auf das Quadrat, das für 1/6 steht]. Also der Kuchen ist dann 
einfach nur vergrößert. 

17 A Mhmh [verneinend] muss doch gleich groß sein, wenn du, die macht doch eigentlich 
mit… [zeigt auf das Aufgabenblatt] 

18 S …Ja ich meine, weil - guck, hier ist das Stück ja genauso groß wie hier [zeigt auf das 
Ganze aus drei Stücken und dann auf das Ganze aus sechs Stücken aus der Quad-
rataufgabe von A] und der Kuchen müsste dann ja nur kleiner sein und nicht - 

19 A äh ja…
20 S …äh ja - die Stücke
 
Simon zieht den Kontext „Kuchen“ für seine Erklärung heran. Zunächst bezieht 
er sich auf das Quadrat, das 1/3 vom Ganzen darstellen soll. Die nächste Aussage 
ist etwas schwieriger zu deuten: „dann müsste der des Sechstel, müsste eigent-
lich kleiner gemacht werden, wenn der Kuchen genauso groß ist [Zeigt auf das 
Quadrat, das für 1/6 steht.]. Also der Kuchen ist dann einfach nur vergrößert“ 
(Z. 16). Hier wären grundsätzlich mehrere Deutungen möglich: Es ist möglich, 
dass Simon von der gleichen Größe der Quadrate ausgeht und davon die Größe 
des Ganzen – des „Kuchens“ – ableitet, der für den Anteil 1/6 „kleiner gemacht“ 
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werden müsste. Dann würde er allerdings eine Veränderung in die falsche Rich-
tung vornehmen. Im nächsten Satz kehrt er die Änderungsrichtung dann wieder 
um („Also der Kuchen ist dann einfach nur vergrößert“). Damit könnte er insge-
samt auf die zweite Sichtweise des Problems – die Variabilität des Ganzen – 
ansprechen. Eventuell bezieht Simon sich aber auch darauf, dass bei einem Ku-
chen, der einmal in drei und einmal in sechs Stücke geteilt wird, eines der sechs 
Stücke kleiner als eines der drei Stücke ist. Diese Sichtweise würde der von 
Merve entsprechen, die das gleiche Ganze annimmt und die Drittel deshalb je-
weils halbiert. Diese Perspektive würde Simon aber hier erweitern, indem er für 
1/6 den größeren Kuchen folgert.  
Im Hinblick auf den weiteren Verlauf des Interviews ist die zweite Interpretation 
wahrscheinlicher: Simon scheint hier zunächst mit einem Ganzen für beide An-
teile zu argumentieren und die Abhängigkeit des Teils von diesem Ganzen zu 
betrachten. Daraus kann er auf die Notwendigkeit der Größenveränderung des 
Kuchens schließen: Wenn die Kuchengröße (der Gesamtkuchen) in beiden Fällen 
(bei 1/3 und 1/6) gleich sein soll, so ist dies nur möglich, wenn das vorgegebene 
Sechstel kleiner ist als das Drittel. Da hier aber beide Kuchenstücke (Teil) gleich 
groß sind, muss der Kuchen (das Ganze) insgesamt zum Anteil 1/6 größer sein. 
Damit variiert er sehr flexibel die Einteilung des Ganzen und dessen Konsequen-
zen für die Größe des Teils sowie die Konsequenz des Beibehaltens des Teils bei 
unterschiedlichen Anteilen für das Ganze (vgl. Abb. 8-2 für die Konsequenzen 
des Veränderns vom Teil bzw. vom Ganzen). 
Für diese Argumentation lassen sich als Grundlage die Verteilungssituationen 
vermuten, die die beiden Jungen im Unterricht kennen gelernt haben (beim An-
teil 1/3 bekommt man mehr als beim Anteil 1/6, wenn das Ganze gleich groß ist). 
Diese Argumentation führt Simon später auch explizit in der hier nicht abge-
druckten Zeile 61 aus. Gleichzeitig aktiviert er aber auch scheinbar eine Vorstel-
lung von einer „variablen“ Kuchengröße („Also der Kuchen ist dann einfach nur 
vergrößert“, Z. 16) zur Erklärung des in dieser Situation von den üblichen Ver-
teilungssituationen abweichenden Phänomens. Akins Aussage in Zeile 17, in der 
er Simon widerspricht, ist nicht zu deuten. 

Simons Erläuterung 
Auf den Einwand von Akin hin erklärt Simon genauer, was er meint: Er bezieht 
sich auf die Bearbeitung der Aufgabe zum Ergänzen zum Ganzen von Akin und 
stellt eine Verbindung zu Merves Bearbeitung der Aufgabe her. Hier betrachtet er 
die Aufgabe aus der anderen Perspektive: Während er zuvor vermutlich von 
einem Ganzen ausgegangen ist, von dem die Größe der einzelnen Stücke ab-
hängt, scheint er hier die Abhängigkeit des Ganzen von den Stücken zu fokussie-
ren. 
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An dieser Stelle seiner Argumentation zeigt sich eine sprachliche Schwierigkeit, 
die sich aus der Wahl des Kuchenkontextes ergibt: Simon redet von Kuchen und 
Stücken, wobei beide Begriffe im Alltag auch durchaus in bestimmten Situatio-
nen als synonym verwendet werden können. So zeigt er in Z. 18 auf das Ganze, 
nutzt aber das Wort Stück. Die oben ausgeführte Deutung seiner Erklärung bestä-
tigt sich dabei im weiteren Verlauf des Interviews (vergleiche Z. 21-27).  
 

 
Abb. 8-2: Verschiedene Möglichkeiten gleichzeitiger operativer Veränderungen 

 

A 

B 

C 
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Zeile 21-27: Präzisierung der Lösung 
21 I Was wäre denn jetzt der Kuchen? Kannst du das noch mal erklären? Was der Ku-

chen und was die Stücke sind und was größer werden muss? ... 
22 S Wenn das der Kuchen ist [zeigt auf das Ganze aus drei Stücken, das Merve gezeich-

net hat]… 
23 I …ja…
24 S …und das ist ja 1/3 [zeigt auf das einzelne Quadrat, das für 1/3 steht] und hier unten 

der des Sechstel [zeigt über das Ganze aus sechs Stücken (von Merve)], dann sind 
entweder die Stücke kleiner oder der Kuchen muss kleiner werden, damit die Stücke 
genau - äh der Stück, der Kuchen muss dann größer werden, damit die Kästchen 
genauso groß sind. 

25 I Mhm
26 A Ja - haben Sie das jetzt verstanden?
27 S Oder immer noch nicht?
 
Da die Verwendung der Begriffe „Stück“ und „Kuchen“ grundsätzlich mehrdeu-
tig ist, fragt die Interviewerin noch einmal nach, was in Simons Argumentation 
der Kuchen, was die Stücke sind und was größer werden muss (Z. 21). Sie for-
dert damit eine genauere Bezugnahme bzw. Verbindung zwischen dem Kuchen-
kontext und der zeichnerischen Darstellung ein. Simon erklärt daraufhin mit 
explizitem Bezug auf die Zeichnung seine Idee, wobei er „Kuchen“ diesmal mit 
dem Ganzen gleichsetzt (Z. 22). 

Zwei Sichtweisen einnehmen 
Simon argumentiert hier beide Sichtweisen aus: Entweder müssen die Stücke bei 
1/6 kleiner werden (Sicht auf ein Ganzes) oder der Kuchen muss größer werden, 
damit die Stücke gleich groß sind (Sicht auf zwei verschiedene Ganze; vgl. Z. 
24). Dabei geht er in beiden Fällen von dem Ganzen zu 1/3 als Vergleichsbasis 
aus. An diesem Beispiel lässt sich erkennen, dass die wechselseitige Beziehung 
zwischen Teil, Anteil und Ganzem gar nicht so einfach zu durchschauen ist: 
Simon irrt sich hier auch zunächst im Hinblick auf die Richtung der Verände-
rung, die für die gleiche Stückgröße sorgt, indem er zunächst meint, dass der 
Kuchen kleiner werden müsste, damit bei einem kleineren Anteil die Kuchenstü-
cke genauso groß sind (Z. 24). An dieser Stelle korrigiert er sich allerdings direkt 
selbst und stellt die richtige Größenvariation fest, die hier entgegengesetzt ist: 
Wenn die Stücke für den kleineren Anteil genauso groß sein sollen wie für den 
größeren Anteil, dann muss das Ganze selbst größer werden. 
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Zeile 28-84 Reden über Merves Lösung  
Die Größenbeziehung zwischen Teil und Ganzem ist geklärt; der Rest der hier 
nicht mehr abgedruckten Szene beschäftigt sich nun mit der Erklärung von 
Merves Lösung. Das Ziel der Interviewerin ist hier eine Bewertung dieser Lö-
sung und eine Erklärung, was sich Merve bei der Aufgabe gedacht haben könnte. 
Dabei ist die Beantwortung dieser beiden Fragen sehr dicht an der bisherigen 
Argumentation der Jungen, weshalb diese auch vermutlich die erneuten Fragen 
der Interviewerin als verwirrend empfinden. Als Ergebnis folgern die Jungen, 
Merve habe zwar richtig gedacht, aber falsch gezeichnet. 
 
Zusammenfassung der Ergebnisse und Interpretation 
Dieser Interviewausschnitt zeigt, wie komplex die Anforderung ist, zwischen 
verschiedenen Ganzen, Anteilen und Teilen, d. h. zwischen verschiedenen Kons-
tellationen, zu wechseln: Die Jungen müssen dabei viele Dinge gleichzeitig be-
rücksichtigen und beim Ändern einzelner Komponenten der Konstellation die 
dadurch zu Stande kommenden Konsequenzen für die anderen Komponenten 
immer im Blick behalten. Dies gelingt ihnen auch sehr gut. 

Simons und Akins Weg zur Lösung der Aufgabe 
Zunächst ist bemerkenswert, dass Simon und Akin hier selbst eine inhaltliche 
Deutung der Aufgabe vornehmen, die ihnen beim Argumentieren hilft. Diese 
Strategie haben sie auch zuvor bereits bei der Aufgabe zum Ergänzen zum Gan-
zen erfolgreich genutzt, um sich verschiedene Formen des Ganzen plausibel zu 
erklären (vgl. Abschnitt 7.6.2). In diesem Kontext können beide präzise darüber 
kommunizieren, was das Ganze und was der Teil ist.  
Vor allem Simon nimmt direkt die Beziehung zwischen dem Teil und dem Gan-
zen in den Blick und erfasst damit den Kern der Aufgabe. So kann er sehr klar 
formulieren, wie die Beziehungen zwischen dem Ganzen, dem Anteil und dem 
Teil „funktionieren“: Wenn der Teil gleich groß bleibt, so muss das Ganze zum 
kleineren Anteil größer werden (vgl. Z. 24). Umgekehrt bedeutet das Teilen eines 
Ganzen, dass bei größerem Nenner (in der Kuchen-Welt: wenn sich mehr Leute 
einen Kuchen teilen; Z. 61; hier nicht abgedruckt) die Teile kleiner werden. Ins-
besondere Simon kann damit flexibel zwischen verschiedenen Sichtweisen 
wechseln und mit ihnen argumentieren. Dabei aktiviert er zwischenzeitlich zwar 
auch die Vorstellung einer hier nicht tragfähigen proportionalen Beziehung zwi-
schen dem Anteil und dem Ganzen: Wenn der Anteil kleiner wird, muss auch der 
ganze Kuchen kleiner werden, damit die Stücke gleich groß sind (vgl. Z. 24). 
Hier kann er sich jedoch selbständig korrigieren. 
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Chancen und Hürden 
Bemerkenswert ist der Kontrast zwischen Simons und Akins Bearbeitungspro-
zess zu dieser Aufgabe und wenig später zur Aufgabe zum Ergänzen zum Gan-
zen mit einem Nicht-Stammbruch und diskretem Teil (Bonbonaufgabe II; vgl. 
Abschnitt 7.3.2): Beim Bestimmen des Ganzen zum Teil 6 und Anteil 2/3 stellt 
die richtige Deutung des Zählers eine Hürde im Bearbeitungsprozess der Jungen 
dar. Obgleich Simon hier zum Kuchen erfolgreich das Ganze, den Teil und den 
Anteil miteinander in Beziehung setzen und variieren kann, haben er und auch 
Akin Schwierigkeiten, die 2 in die Berechnung des Ganzen im Bonbonkontext 
einzubeziehen: Akin berechnet das Ganze zum Stammbruch und Simon verdop-
pelt dieses sogar. Erst im weiteren Verlauf des Interviews können strukturierende 
Bilder bei der Bestimmung des Ganzen helfen. Der Grund für diesen Unterschied 
im Bearbeitungserfolg kann auf verschiedenen Ebenen vermutet werden: 
Es gibt Anzeichen dafür, dass Akin den Anteil für die Bonbonaufgabe nicht als 
Relativen Anteil deutet, sondern als die Beschreibung eines Verteilungskontextes 
mit mehreren kontinuierlichen Ganzen: 2/3 bedeutet „zwei Pizzen werden auf 
drei Leute verteilt“. Daher kann die 2 im Zähler nicht mit der Bonbonanzahl 6 
verbunden werden. Hiermit hängt auch die veränderte Qualität des Ganzen zu-
sammen: Der Kuchen stellt ein zusammenhängendes Ganzes dar; die Bonbons 
sind unverbunden und damit diskret. Letztendlich ist auch ein Nicht-Stammbruch 
zu einem Ganzen zu ergänzen. Damit fällt der Weg der direkten mehrfachen 
Reproduktion des Teils bzw. des gleichmäßigen Einteilens des Ganzen als Stra-
tegie weg. Bei dem Nicht-Stammbruch müssen neue Einheiten gebildet werden: 
Zwei Drittel zusammen ergeben eine neue Einheit, mit der operiert werden muss.  
Offen bleibt hier die Frage, ob die Jungen beim Bestimmen des Ganzen zu einem 
Nicht-Stammbruch und einem kontinuierlichen Teil und dem entsprechenden 
Ausargumentieren von Zusammenhängen dieselben Schwierigkeiten (beim 
Strukturieren) gehabt hätten wie beim Anteil 2/3 und dem Teil 6 (vgl. Abschnitt 
7.3.2). Aufgrund der Tatsache, dass sie einen Stammbruch im diskreten Kontext 
zur Rekonstruktion des Ganzen erfolgreich nutzen können, lassen sich ihre 
Schwierigkeiten dort eher auf dieser Ebene vermuten. 
Insgesamt zeigt sich an dem vorliegenden Prozess, dass das Argumentieren über 
die Zusammenhänge von Teil, Anteil und Ganzem zunächst keine einfache und 
selbstverständliche Kompetenz ist. Simon und Akin nehmen hier beide Sichtwei-
sen auf das Ganze selbständig ein und können über die vertraute Verteilungssitu-
ation, bei der das Ganze als Ausgangsbasis für den Teil gesetzt wird, auch das 
Ganze als Vereinigung seiner Teile deuten. Damit kann das Ganze auch in einer 
Situation als variabel angenommen werden und die Relation zwischen Teil und 
Ganzem rückt in den Vordergrund. Diese Relation und die Richtung von Verän-
derungen richtig zu deuten, stellt dabei jedoch eine Herausforderung dar, denn 
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spontane Assoziationen wie z. B. „bei gleichbleibendem Teil bedeutet ein kleine-
rer Anteil ein kleineres Ganzes“ stimmen nicht.  
Die Bearbeitungen in anderen Interviews und im schriftlichen Test sind nicht 
immer so erfolgreich wie der hier dargestellte Interviewausschnitt. Im Folgenden 
werden beispielhaft Lösungen von Lernenden aus der schriftlichen Erhebung 
vorgestellt, um die Vielfalt der Argumentationen, aber auch der damit verbunde-
nen Schwierigkeiten zu illustrieren. 

8.3 Analyse einiger Beispiele aus dem schriftlichen Test 
In der schriftlichen Erhebung, für die die Aufgabe im Haupttest noch einmal 
überarbeitet und in den von Simon und Akin genutzten Kuchen-Kontext verlegt 
wurde (vgl. Abb. 8-3), fällt die vollständige Argumentation einigen Lernenden 
schwer. Das liegt unter anderem wohl auch daran, dass manche Lernende in der 
Aufgabe, vermutlich aufgrund der vielen angesprochenen Aspekte, nicht das 
Problem erkennen oder sich nur auf einen der beiden Fälle (unterschiedlich gro-
ße Ganze bzw. gleich große Ganze) beziehen.  
 

c) Tobi wundert sich: 
 
 
 
 
Hilf Tobi: Wann ist 1

3  größer als 1
6 ? Und wie kann das sein, 

dass hier die Stücke gleich groß sind? 
Abb. 8-3: Item 3c 

 
Einige Antworten, die die Lernenden in der schriftlichen Erhebung gegeben 
haben, konnten nicht interpretiert werden: So sind die Formulierungen z. T. 
mehrdeutig bzw. es würde unter Umständen zu viel in die Antworten der Ler-
nenden hineingedeutet werden. So deutet die Antwort von Frederike (GeS_103; 
vgl. Abb. 8-4) auf eine variable Sichtweise des Ganzen hin, lässt aber keinen 
Schluss dazu zu, welcher Art die Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und 
Ganzem nun genau sind. Zu dieser Schwierigkeit kommt z. T. eine sprachliche 
Unschärfe hinzu, die durch den genutzten Kontext verursacht wird („Kuchen“ als 
ganzer Kuchen bzw. als Stück von einem größeren Kuchen – als pars pro toto). 
Daher wurde von einer vollständigen Codierung und Bewertung durch Kategori-
sierung hinsichtlich der Tragfähigkeit abgesehen. Jedoch haben einige Lernende 
die Größe des Ganzen zumindest angesprochen. 

Komisch! Mein 1
3 Kuchen ist genauso groß wie das 1

6  von Mara. Aber das 

geht doch gar nicht: 1
3  ist doch größer als 1

6 ! Ich stelle mir das so vor: 
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Im Folgenden werden einzelne beispielhafte Bearbeitungen des Haupttests und 
eines nachgelagerten Tests analysiert. Bei den hier ausgewählten Lösungen han-
delt es sich um solche, die mindestens einen der Aspekte, die in der Aufgabe 
angesprochen werden, tragfähig behandeln. Die Auswahl erfolgt aufgrund der 
Tatsache, dass diese Lösungen interpretierbare Umsetzungen mit unterschiedli-
cher Schwerpunktsetzung in Bezug auf den Zusammenhang zwischen Teil, An-
teil und Ganzem sind. Bei vorsichtiger Quantifizierung haben ca. 13 Lernende 
(d. h. weniger als 10 %) die Aufgabe in allen Aspekten richtig gelöst.  
 

GeS_103 
Abb. 8-4: Frederikes (GeS_103) Bearbeitung der Aufgabe 

Warum 1/6 kleiner als 1/3 ist 
Janine (GeS_117, vgl. Abb. 8-5) bezieht sich in ihrer Argumentation – ohne dies 
ganz explizit zu schreiben – ausschließlich auf den Fall, dass sich beide Anteile 
auf dasselbe Ganze beziehen. Dabei nutzt sie für ihre Argumentation stark Zahl-
beziehungen, indem sie die Nenner der Anteile vergleicht. Allerdings spricht sie 
hier auch eine inhaltliche Vorstellung für den Größenvergleich an: Sie argumen-
tiert vermutlich in der „Welt der Verteilungssituationen“, indem sie den Anteil als 
Teil eines Ganzen oder mehrerer Ganzer (sie vergleicht im ersten Teil nur die 
Nenner miteinander, aber macht keine Aussage dazu, welche Zähler die Anteile 
haben) deutet: „1/6 mus[s] mehr teilen mit anderen als 1/3“. 
 

GeS_117 
Abb. 8-5: Janines (GeS_117) Bearbeitung der Aufgabe 

1/6 ist manchmal größer als 1/3  
Die Lösung von Maik (GeS_81; vgl. Abb. 8-6) deutet auf eine Vorstellung hin, 
bei der beide Sichtweisen auf das Ganze (gleich große Ganze versus verschieden 
große Ganze) eingenommen werden können: Maik unterscheidet ganz deutlich 
zwischen zwei Situationen: 1/3 ist größer als 1/6 und 1/6 ist größer als 1/3. Er 
zeichnet zwei verschieden große Kreise, die möglicherweise für verschiedene 
Ganze stehen. Dabei ist bei seiner Zeichnung nicht ganz deutlich, ob er sie nur 
ausgemalt oder durchgestrichen hat.  
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Dass 1/3 immer das größere Stück ist, kann darauf hindeuten, dass für Maik die 
Sichtweise mit gleich großen Ganzen die geläufigere oder vertrautere ist. Er 
schreibt dies zwar an keiner Stelle explizit auf, dennoch verweist die Annahme, 
1/3 sei der größere Anteil, aus fachlicher Perspektive auf ein gemeinsam ange-
nommenes Ganzes für beide Anteile. So könnte es sein, dass er sich hier bei der 
Argumentation auf die Kreisbilder in der Aufgabe bezieht.  
Eine Einschränkung für die Aussage „1/3 ist größer als 1/6“ gibt Maik im An-
schluss: Wenn der Anteil 1/6 von einem größeren Kuchen genommen wird als 
1/3, kann der 1/6 entsprechende Teil größer sein. Diese Aussage schränkt er 
ebenfalls direkt wieder ein, indem er „(manchmal)“ hinzufügt. Das könnte da-
rauf hindeuten, dass die erste Sichtweise für ihn die häufigere bzw. gewohntere 
zu sein scheint. So könnte es sein, dass er diese Perspektive bisher noch nicht für 
sich in Betracht gezogen hat und nun zunächst eine Vermutung über die Bezie-
hung zwischen Teil und Ganzem abgibt. Diese könnte er z. B. an dem konkreten 
Beispiel festmachen, aber noch nicht als allgemeine Struktur erfasst haben. 
 

GeS_81 
Abb. 8-6: Maiks (GeS_81) Bearbeitung der Aufgabe 

Wann 1/3 größer ist und warum es hier gleich groß ist 
Nele (NT_2; vgl. Abb. 8-7) argumentiert in einem Nachtest beide Sichtweisen 
auf das Ganze (gleich oder verschieden) aus. Dazu nutzt sie die Größenbezie-
hung zwischen den beiden Anteilen: Weil Maras Kuchen (zum Anteil 1/6) dop-
pelt so groß wie Tobis Kuchen war, haben beide im Ergebnis ein gleich großes 
Kuchenstück bekommen. Damit würde Nele beide Situationen ausgehend vom 
Ganzen und nicht vom Teil betrachten: Das Ganze bestimmt die Größe des Teils. 
 

NT_2 
Abb. 8-7: Neles (NT_2) Bearbeitung der Aufgabe 



8.3 Analyse einiger Beispiele aus dem schriftlichen Test 333

Wann 1/3 größer und wann es gleich groß ist 
Florian (NT_3; vgl. Abb. 8-8) scheint ebenfalls beide Sichtweisen zu aktivieren. 
Dabei geht er anders als Nele von einem beliebigen Verhältnis zwischen den 
beiden Anteilen aus (Nele beschränkt ihre Antwort auf die Verdopplung von 
Anteilen). Mit dieser Argumentation löst sich Florian ein Stück von der konkre-
ten Aufgabenstellung und scheint die Konstellationen auf einer allgemeineren 
Stufe zu betrachten. Seine Argumentation weist Ähnlichkeiten mit der von Maik 
(GeS_81) auf, wobei er beide Sichtweisen noch detaillierter argumentiert. 
 

 NT_3 
Abb. 8-8: Florians (NT_3) Bearbeitung der Aufgabe 

Wann 1/3 allgemein größer als 1/6 ist und wann nicht 
Marko (NT_4; vgl. Abb. 8-9) verändert zur Lösung der Aufgabe die Qualität des 
Ganzen: Anstatt mit Flächen oder Kuchen zu argumentieren, wählt er durch 
Zahlen repräsentierte (diskrete) Ganze. Mit diesen Ganzen argumentiert er in 
beide Richtungen korrekt, indem er sich zunächst mit beiden Anteilen auf das-
selbe Ganze und schließlich den Anteil 1/6 auf ein größeres Ganzes als das für 
1/3 bezieht. Dabei gibt er lediglich nicht explizit ein Beispiel für den in der Auf-
gabenstellung angesprochenen Fall, dass beide Teile gleich groß sind. Seine 
Argumentation weist allerdings insgesamt darauf hin, dass er diesen Fall mit zu 
erfassen scheint. 
 

 NT_4 
Abb. 8-9: Markos (NT_4) Bearbeitung der Aufgabe 
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Ausblick 
Die hier aufgezeigten Beispiele offenbaren die potenzielle Vielfalt möglicher 
Argumentationen. So können eine oder beide Sichtweisen betrachtet und ausar-
gumentiert werden, strukturelle Zusammenhänge entdeckt und genutzt werden 
oder es kann allgemein über das Beispiel hinausgehend begründet werden. Dabei 
können sowohl der Kuchenkontext als auch eigene Beispiele zur Erläuterung 
herangezogen werden. Allerdings stellt die Aufgabe auch viele Fragen gleichzei-
tig, so dass u. U. nicht alle Lernenden das Problem direkt durchschauen und 
daher nur zu einem Teil Stellung nehmen können. Die Vielfalt der Antworten 
zeigt aber, dass einige Lernende potenziell unterschiedliche Standpunkte zu 
diesem Problem einnehmen und den Zusammenhang von Teil, Anteil und Gan-
zem in eigenen Worten und Bildern beschreiben können.  
 

 GeS_10 

 GeS_34 

  GeS_111 
Abb. 8-10: Formale Erklärung versus „Mathematik und Welt“ 

 
Neben den tragfähigen Argumentationen gibt es allerdings auch andere, die für 
die Grundlage der Beurteilung von Zusammenhängen zwischen Teil und Ganzem 
z. B. nicht Strukturen heranzuziehen scheinen, sondern andere Kriterien nutzen 
oder aber formal (implizit) mit einem Ganzen argumentieren. So geben die Bear-
beitungen mancher Lernender Hinweise darauf, dass als Grund für das von Tobi 
festgestellte Phänomen z. B. die Differenz zwischen der Welt der Mathematik 
und der Alltagswelt angenommen werden kann (s. Abb. 8-10). 
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8.4 Diskussion der empirischen Befunde 
Die Beantwortung der Forschungsfragen unterliegt der Beschränkung, dass nur 
ausgewählte Lösungen interpretiert werden konnten. 
 
Erste konkretisierte Forschungsfrage:  
Wie stellen Lernende Zusammenhänge zwischen Konstellationen her? 
a) Welche Vorstellungen zu den Zusammenhängen zwischen Teil, Anteil und 

Ganzem aktivieren die Lernenden beim Umgang mit verschiedenen Konstella-
tionen? 

b) Worauf stützen die Lernenden ihre Argumentation? 

Zu a): Welche Vorstellungen zu den Zusammenhängen zwischen Teil, Anteil und 
Ganzem aktivieren die Lernenden beim Umgang mit verschiedenen Konstellatio-
nen? 
Die in diesem Kapitel untersuchte Inter-Perspektive in Bezug auf Konstellatio-
nen, bei der strukturelle Zusammenhänge von Teil, Anteil und Ganzem konstella-
tionsübergreifend hergestellt werden müssen, und ihre Realisierungen durch 
Lernende sind ein bisher nicht systematisch beforschter Aspekt des Umgangs mit 
Brüchen. Die empirischen Daten ermöglichen dabei Einblicke in die Vielfalt 
individueller Strukturierungen und Vorstellungen. 
Die Analysen der Interviewszene und der schriftlichen Dokumente zeigen die 
potenzielle Vielfalt möglicher Ansätze und Argumentationen. Für die Begrün-
dung greifen Lernende auf unterschiedliche Art und Weise auf Strukturen zu-
rück: So wandeln sie z. B. für ihre Argumentation im Sinne operativer Vorge-
hensweisen das Ganze oder den Teil ab.  
Dabei lassen sich grob zwei Sichtweisen unterscheiden: Die Abhängigkeit des 
Ganzen vom Teil (des Kuchens von der Stückgröße) und die Abhängigkeit des 
Teils vom Ganzen (des Kuchenstücks vom Kuchen). Im ersten Fall wird dabei 
das Ganze aus mehreren Teilen zusammengesetzt. Aus dieser Perspektive kann 
das Ganze für unterschiedliche Anteile und gleich große Stücke als verschieden 
angenommen werden. Diese Sichtweise kann aber u. U. auch dazu führen, dass 
aus der Verkleinerung des Anteils für den Teil die Verkleinerung des Ganzen 
angenommen wird (so wie es Simon kurzfristig in Abschnitt 8.2, Zeile 24 anzu-
nehmen scheint und in umgekehrter Richtung bei der Bonbonaufgabe II in Ab-
schnitt 7.3.2, Z. 34-36 nutzt). 
Die beiden Sichtweisen können getrennt auftreten, aber auch miteinander in 
Beziehung gebracht werden. Während Simon (vgl. Zeile 18 des Transkriptaus-
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schnitts) eher von gleich großen Stücken ausgeht und das Verhalten des Kuchens 
davon ableitet, geht Marko (vgl. Abb. 8-9) von verschiedenen Ganzen aus und 
leitet davon die Größe des Teils ab. 
Es lassen sich in den Dokumenten Hinweise dafür finden, dass für manche Ler-
nende die Variabilität des Ganzen nicht im Fokus steht: Diese Lernenden argu-
mentieren in beiden Kuchensituationen mit demselben Ganzen und unterschei-
den damit nicht zwischen zwei Konstellationen, die sich in zwei Komponenten 
unterscheiden können (Ganzes und Anteil), sondern lediglich in einer Kompo-
nente (Anteil; vgl. Abb. 8-5).  
Neben dieser Position lässt sich eine Stufung weiterer Vorstellungen von Zu-
sammenhängen feststellen: So scheinen manche Lernende zumindest potenziell 
den Anteil 1/3 und 1/6 auf verschiedene Ganze bezogen zu sehen, auch wenn 
ihnen diese Sichtweise vielleicht ungewohnt erscheint (vgl. Abb. 8-6). Manche 
Lernende argumentieren eher beispielgebunden über die konkreten Zusammen-
hänge, manche auch allgemeiner (vgl. Abb. 8-8 und 8-9).  
Neben den richtigen Argumentationen lassen sich auch weniger erfolgreiche 
finden (siehe z. B. Abb. 8-10). Insgesamt muss jedoch berücksichtigt werden, 
dass die hier untersuchte Aufgabe auch sehr komplex gestellt ist. 

Zu b): Worauf stützen die Lernenden ihre Argumentation? 
Lernende stützen ihre Argumentation sowohl auf den vorgegeben Kontext als 
auch auf eigene Beispiele. Das Interview mit Simon und Akin hat gezeigt, dass 
den beiden Jungen der Kontext des Kuchens bei der Bearbeitung geholfen hat: 
Bereits bei der Aufgabe zum Ergänzen eines Quadrats zum Ganzen (vgl. Ab-
schnitt 7.6.2) haben sie selbständig diesen Kontext gewählt. 
In der schriftlichen Erhebung wurde der Kuchenkontext nicht von allen Lernen-
den gewählt. Es scheint so (allerdings bedürfte es hier einer genaueren Quantifi-
zierung), dass Lernende, die die Unveränderlichkeit des Ganzen annehmen, eher 
mit einem formalen Argument argumentieren (z. B. über Erweitern) oder Vertei-
lungskontexte heranziehen, mit denen sie über die Anzahl der erhaltenen Stücke 
argumentieren können (siehe z. B. Abb. 8-5 und 8-10 oben).  
Ein weiterer Unterschied besteht in der Art der Repräsentation des Ganzen, derer 
sich die Lernenden zur Erklärung bedienen. So nutzt Marko (Abb. 8-9) ganze 
Zahlen (diskrete Ganze) zur Argumentation, während Judith (vgl. Abb. 8-2) bei 
den vorgegebenen kontinuierlichen Kreisganzen bleibt. 
Auch der Grad der Allgemeinheit der Argumentation ist z. T. unterschiedlich: 
Manche Lernende bleiben bei dem vorgegebenen Kontext, in dem die Anteile 
sich durch Verdopplung bzw. Halbieren auseinander ergeben wie Nele (Abb. 
8-7), die über die Verdopplung des Kuchens argumentiert. Andere Lernende 
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variieren das Ganze allgemeiner – wie Florian (Abb. 8-8) oder Marko (Abb. 
8-9), der sich sogar bei seiner Argumentation völlig vom Kuchenkontext löst und 
mit Anteilen von Zahlwerten begründet. 
 
Zweite konkretisierte Forschungsfrage:  
Wie können Schwierigkeiten und Hürden von Lernenden im Zusammen-
hang mit dem Herstellen von Zusammenhängen zwischen verschiedenen 
Konstellationen überwunden werden? 
Eine erste Hürde kann für Lernende darin bestehen, die Gleichzeitigkeit bzw. 
Existenz zweier verschiedener Konstellationen zu identifizieren. So zeigen die 
Beispiele der schriftlichen Erhebung (s. Abschnitt 8.3), dass Lernende an ver-
schiedenen Stellen ansetzen: Manche erkennen, dass es in der Aufgabe um zwei 
verschiedene Ganze geht und argumentieren beide Sichtweisen aus bzw. be-
schreiben, was sich im Vergleich von der einen zur anderen Konstellation ändert. 
Diese Lernenden erklären sowohl warum der Teil zu 1/3 bei demselben Ganzen 
größer ist als zu 1/6 als auch dass die Größe des Ganzen einen Einfluss auf die 
Größe des Teils hat (siehe Nele, Florian und Marko, Abb. 8-7 bis 8-9). Manche 
Lernende wiederum argumentieren nur eine der beiden Sichtweisen aus, so wie 
Janine (Abb. 8-5).  
Aus dieser hier eingenommenen, oftmals ungewohnteren Perspektive, in der die 
Beziehung zwischen verschiedenen Ganzen und verschiedenen Teilen betrachtet 
wird, kann über manche Selbstverständlichkeiten reflektiert werden – wie z. B. 
Sechstel sind immer kleiner als Drittel – und das Ganze rückt in den Fokus. Da-
bei können sich vielfältige Fragen ergeben: Reicht es nicht aus, wenn ich einmal 
EIN Ganzes habe? Darf der Kuchen wachsen oder nicht? Es können sich aber 
auch vielfältige weitere Fragen stellen: Was macht eigentlich ein Sechstel aus? 
Was sind wesentliche Unterschiede zu anderen Anteilen? Warum müssen Sechs-
tel nicht immer gleich aussehen? usw. 
Einige Schülerinnen und Schüler scheinen die Möglichkeit, dass 1/6 auch größer 
sein kann als 1/3 (nämlich dann, wenn diese Anteile sich auf unterschiedliche 
Ganze beziehen), wenn nicht als unmöglich, so doch zumindest z. T. als unge-
wohnt zu empfinden (vgl. den Zusatz „(manchmal)“ in Maiks Lösung, Abb. 8-6): 
Die geläufigere Sichtweise scheint die des gleichen Ganzen zu sein, wobei eine 
Nichtbearbeitung der zweiten Sichtweise auch u. U. auf die Aufgabenstellung 
zurückzuführen ist. So kann es sein, dass manche Lernende eine der Fragen 
überlesen haben.  
Mit Unterstützung kann die Aufgabe allerdings ein Anlass zum Argumentieren 
sein, denn es kann nach Darstellungen und Beispielen gesucht werden, um die 
Sichtweise von Tobi in der Aufgabenstellung (und auch die eigene) zu erweitern. 
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So kann sie ein Anlass sein, um über grundsätzliche Beziehungen zwischen Teil, 
Anteil und Ganzem zu argumentieren.  
Somit zeigen Aufgaben, die die gewohnten Sichtweisen durch neue austauschen 
oder die die gewohnten Sichtweisen umkehren, und Aufgaben zum Variieren aus 
diagnostischer Perspektive, dass die Konstruktion des Ganzen und der Umgang 
mit einem einmal konstruierten / angenommenen Ganzen ein durchaus komple-
xer Prozess sein kann: Es gibt Überzeugungen, die erworben werden, die aus 
dieser Perspektive nicht stimmen können. Es besteht die Vermutung, dass durch 
das Auseinandersetzen mit solchen Aufgaben für die Wahl des Ganzen z. B. im 
Zusammenhang mit dem Anteil-(vom-Anteil-)Nehmen sensibilisiert werden 
kann. 
 
 



9 Diskussion der Ergebnisse 

In diesem Kapitel wird in Abschnitt 9.1 zunächst eine Zusammenschau der empi-
rischen Ergebnisse der Kapitel 4 bis 8 gegeben. Daran schließt sich in den Ab-
schnitten 9.2 und 9.3 die Reflexion der Konsequenzen der Ergebnisse sowohl für 
die Fachliche Klärung als auch die Didaktische Strukturierung an. 

9.1 Zusammenschau der Kapitel 4 bis 8  
In den Kapiteln 4 bis 8 wurden individuelle Strukturierungen der Zusammenhän-
ge zwischen Teil, Anteil und Ganzem in verschiedenen Konstellationen mit Hilfe 
konkretisierter Forschungsfragen untersucht. In diesem Abschnitt sollen die 
bislang auf Konstellationen bezogenen Ergebnisse übergreifend auf den flexiblen 
Umgang mit Brüchen hin systematisiert werden. Hierzu werden im Folgenden 
die beiden eingangs formulierten übergeordneten Forschungsfragen herangezo-
gen, die mit zunehmendem Grad an Detailliertheit beantwortet werden: 

1. Wie gehen Lernende in unterschiedlichen Konstellationen mit Teil, An-
teil und Ganzem um? 
a) Wie strukturieren Lernende in unterschiedlichen Konstellationen 

Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem? 
b) Welche Vorstellungen vom Ganzen aktivieren Lernende und inwie-

fern haben diese einen Einfluss auf die Strukturierung der Konstel-
lationen? 

2. Wie können Schwierigkeiten und Hürden von Lernenden beim Umgang 
mit Brüchen überwunden werden?  

1. Forschungsfrage:  
Wie gehen Lernende in unterschiedlichen Konstellationen mit Teil, 
Anteil und Ganzem um? 
Zu a): Wie strukturieren Lernende in unterschiedlichen Konstellationen Zusam-
menhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem? 
Hier lassen sich folgende Aussagen treffen: 

1. Insgesamt waren viele Lernende relativ erfolgreich im Test. Dabei scheint 
die Qualität des Ganzen einen größeren Einfluss auf die Lösungshäufig-
keiten zu haben, als die Art der Konstellation. 
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2. Die Bearbeitungen der Lernenden zeichnen sich durch vielfältige Zugänge 
aus, wobei sich operative Strategien als besonders reichhaltig erweisen.  

 
Zu 1.: Insgesamt waren viele Lernende relativ erfolgreich im Test. Dabei scheint 
die Qualität des Ganzen einen größeren Einfluss auf die Lösungshäufigkeiten zu 
haben, als die Art der Konstellation. 
Die Hauptstudie zeigt, dass fast die Hälfte der 153 am Test teilnehmenden Ler-
nenden bei Nichtberücksichtigung der Rechenwege und Bilder zu Aufgabe 2 
mehr als die Hälfte der Punkte erreicht hat (s. Kapitel 4). Die quantitativen Er-
gebnisse deuten dabei darauf hin, dass die Aufgabe 2 mit einem diskreten Gan-
zen den Lernenden am schwersten gefallen zu sein scheint. Aufgabe 3 und 4 zum 
zeichnerischen Ergänzen eines geometrischen Teils zum Ganzen (sowohl Quad-
rat als auch Dreieck) fallen in dieser Erhebung hingegen am besten aus. Die 
quantitative Auswertung deutet damit – zumindest in der hier untersuchten 
Stichprobe – darauf hin, dass die Qualität des Ganzen bzw. des Teils einen größe-
ren Einfluss auf die Lösung der Aufgaben zu haben scheint, als die Konstellation 
an sich.  
Insbesondere die Identifikation des Ganzen scheint eine zentrale Hürde für Ler-
nende zu sein: In Konstellationen, in denen das Ganze vorgegeben und bereits 
strukturiert ist (wie in Aufgabe 1 der in 12 Segmente unterteilte Kreis), stellten 
seine Identifizierung und der Umgang mit ihm für manche Lernende echte Her-
ausforderungen dar (s. Abschnitt 5.2 und Kapitel 6; diese Beobachtung deckt 
sich mit anderen Untersuchungen, z. B. Wartha 2007; Hasemann 1981, 1986a).  
Zu 2.: Die Bearbeitungen der Lernenden zeichnen sich durch vielfältige Zugänge 
aus, wobei sich operative Strategien als besonders reichhaltig erweisen. 
Die Bearbeitungswege der Lernenden sind über alle Testitems hinweg vielfältig. 
Das gilt sowohl für die zeichnerischen als auch für die rechnerischen Lösungen 
sowie für die tragfähigen und die nicht tragfähigen (s. Kapitel 5 bis 7 für die 
vertieften Analysen der schriftlichen Produkte).  
Die Bearbeitungsprozesse der Interviews ergänzen die Perspektive auf die Pro-
dukte, denn sie zeigten die komplexen Strukturierungsleistungen (s. Kapitel 7 
und 8). Damit können die Analysen der Bearbeitungsprozesse z. T. auch helfen, 
schriftliche Produkte in ihrem Entstehen besser zu begreifen, während umgekehrt 
die schriftlichen Bearbeitungen die Prozesse in einen größeren Zusammenhang 
stellen lassen. 
Es zeigte sich, dass manche Lernende erfolgreich operative Vorgehensweisen 
nutzen, um die Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem zu erkunden. 
Die in den hier vertieft analysierten Episoden (z. B. in Abschnitt 8.2 und 7.3.4) 
zu Tage tretenden komplexen Strukturierungen sowie vielfältigen und reichhalti-
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gen Interpretationen sind Ausdruck eines im Sinne der vorliegenden Arbeit ver-
standenen flexiblen Umgangs mit Brüchen: Die interviewten Lernenden bearbei-
teten die ihnen gestellten Probleme in beeindruckender Weise, indem sie in der 
Auseinandersetzung mit den situativen Gegebenheiten operativ-probierend und 
kreativ aus verschiedenen Perspektiven argumentierten. So zeigten sie z. T. eine 
erstaunliche Flexibilität darin, die ihnen gestellten Probleme umzustrukturieren, 
indem sie sie z. B. auf bereits bearbeitete Aufgaben zurückführten und strukturel-
le Gemeinsamkeiten, aber auch Unterschiede herausfanden und thematisierten 
(z. B. Laura und Melanie in 7.3.4), selbst wenn sie dabei auch auf Denkhürden 
stießen. 
In diesen nichtstandardisierten Zugängen und Strukturierungen scheint damit ein 
hohes didaktisches Potenzial zu liegen: Die Lernenden, die an den Interviews 
teilgenommen haben, ließen sich nicht direkt entmutigen, wenn ihnen die Lösung 
des Problems nicht im ersten Ansatz gelang; sie schienen sich nicht alleine auf 
den Kalkül zu verlassen, sondern nutzten auch inhaltliches Denken zur Lösung 
und Argumentation (so z. B. Laura in 7.3.4, die nach Erhalt einer Lösung zu-
nächst das Ergebnis auf einem weiteren Weg überprüft). Damit scheinen so ar-
gumentierende Lernende potenziell eine größere Chance zu haben, ein größeres 
Repertoire an strategischem Handwerkszeug zu erwerben, um komplexe Sach-
verhalte zu erschließen und damit auch neue Problemstellungen zu erarbeiten, als 
Lernende, die sich lediglich auf den Kalkül verlassen. 
Diese Strukturierungsleistungen waren dennoch nicht für alle Lernende selbst-
verständlich und schienen z. T. auch von der Qualität des Ganzen oder des An-
teils, d. h. situativen Bedingungen der jeweiligen Konstellation, abzuhängen: So 
argumentieren Simon und Akin zwar erfolgreich im Kuchenkontext (kontinuier-
liches Ganzes) über die Zusammenhänge zwischen Stück und Kuchen (Abschnitt 
8.2), aber im diskreten Kontext mit einem Nichtstammbruch fiel ihnen das Struk-
turieren deutlich schwerer (Abschnitt 7.3.2).  
Der Test liefert Hinweise darauf, dass auch nach der systematischen Behandlung 
der Bruchrechnung im Unterricht das Herstellen von Strukturen – besonders im 
diskreten Kontext – für manche Lernende Schwierigkeiten mit sich bringen kann 
(s. Abschnitt 7.2).  

Zu b): Welche Vorstellungen vom Ganzen aktivieren Lernende und inwiefern 
haben diese einen Einfluss auf die Strukturierung der Konstellationen? 
Die Interpretation des Ganzen stellt einen besonderen Aspekt des Umgangs mit 
Brüchen dar, da die Interpretation eines speziellen Bruches jeweils auf ein spezi-
elles Ganzes, die Bezugsgröße, bezogen ist. Im Hinblick auf Vorstellungen zum 
Ganzen lassen sich folgende Ergebnisse festhalten: 
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1. Die Qualität des Ganzen scheint einen Einfluss auf die Bearbeitungswege 
von Lernenden zu haben: Die Identifizierung und Interpretation des Gan-
zen hängt (unter anderem) von seiner Qualität ab.  

2.  Vorstellungen vom Ganzen werden durch individuelle (Alltags-)Vor-
stellungen von Lernenden beeinflusst. 

 
Zu 1.: Die Qualität des Ganzen scheint einen Einfluss auf die Bearbeitungswege 
von Lernenden zu haben: Die Identifizierung und Interpretation des Ganzen 
hängt (unter anderem) von seiner Qualität ab. 
Die Interpretation des Ganzen scheint unter anderem mit der jeweiligen Interpre-
tation des Bruches zusammen zu hängen (für die Betrachtung verschiedener 
Ganzer s. a. Lamon 1996 und Abschnitt 1.5 der vorliegenden Arbeit): So kann 
z. B. die Interpretation eines in Stücke strukturierten Ganzen Schwierigkeiten 
bereiten, wenn die Anzahl dieser Stücke größer als die Zahl im Nenner des An-
teils ist.  
Die Arbeit liefert Hinweise darauf, dass bestimmte Qualitäten des Ganzen (z. B. 
diskret oder kontinuierlich) und deren Interpretation bestimmte Lösungswege 
nahelegen bzw. umgekehrt aber auch versperren können. So zeigte sich im 
schriftlichen Test, dass manche Lernende den Anteil beim Einzeichnen nicht 
relativ auf ein strukturiertes kontinuierliches Ganzes anwenden konnten (viel-
leicht, da sie für den Anteil nicht über eine spontan abrufbare mentale Repräsen-
tation verfügten wie z. B. für 1/4; vgl. Abschnitt 5.2). Das Ablesen des gefärbten 
Anteils aus einem strukturierten Ganzen (einem in 12 Teile geteilten Kreis; vgl. 
Aufgabe 1, Kapitel 6) gelang den teilnehmenden Lernenden hingegen überwie-
gend korrekt. Dabei lasen auch Lernende den Anteil richtig ab, wenn sie ihn 
zuvor falsch eingezeichnet hatten (Code r_ab; Kapitel 6). Dieses Ergebnis, dass 
das Ablesen in der Regel gut gelingt, findet sich auch in anderen Studien (z. B. 
Wartha 2007).  
In der vorliegenden Studie finden sich Hinweise darauf, dass das vorgegebene 
Ganze beim Bestimmen des Teils bei den oben beschriebenen Schwierigkeiten 
z. T. auf die Mächtigkeit des Nenners reduziert wird (Code ENKG; Abschnitt 
5.2). Der Anteil wird damit nur auf einen Teil des Ganzen angewendet, wodurch 
wieder die Interpretation des Anteils auf die Zahl im Nenner bezogen möglich 
wird: 1/4 von 12 Kreisteilen wird auf „1/4 von 4 Teilen (eines in 12 Teile geteil-
ten Ganzen)“ reduziert. 
So scheint die Präsenz und Strukturierung des Ganzen einen Einfluss auf die 
Auswahl von Lösungswegen zu haben. Dazu passt die Beobachtung, dass umge-
kehrt das Ablesen eines Anteils aus dem Kreisganzen wieder der Mehrheit der 
Schülerinnen und Schüler leichter zu fallen schien (Abschnitt 5.2 bzw. Kapitel 
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4): Hier ist das Ganze explizit gegeben und muss nicht erst in die Strukturen 
hineingedeutet werden, obgleich auch hier prinzipiell Umstrukturierungen vor-
genommen wurden (z. B. Code ENKG, Kapitel 6).  
Die Bedeutung der Qualität des Ganzen für die Bearbeitungen von Lernenden 
äußerte sich auch in den von ihnen angefertigten Bildern: Es zeigte sich, dass 
eine Schwierigkeit bei der bildlichen Darstellung darin besteht, den Anteil mit 
dem Ganzen in Verbindung zu bringen.  
Zu 2.: Vorstellungen vom Ganzen werden durch individuelle (Alltags-)Vorstel-
lungen von Lernenden beeinflusst.  
Die konkrete Gestalt des Ganzen im geometrischen Kontext (vgl. z. B. Aufgabe 
3 und 4 zum zeichnerischen Ergänzen eines flächigen Teils zum Ganzen) kann 
ebenfalls einen Einfluss auf den Lösungsweg von Lernenden haben: Lernende 
stellen an das Ganze Anforderungen, die z. T. über die fachlich notwendigen – 
wie z. B. die Erhaltung der richtigen Größe für das Gesamtganze – hinausgehen 
können. Dadurch können bei der Bearbeitung Schwierigkeiten auftreten. 
Dabei waren die Lernenden unterschiedlich flexibel, was die Deutung solcher 
„unvollständigen“ Formen angeht: Während einige selbst nach weiteren Alterna-
tiven suchten und einzelne Aspekte wie z. B. Anzahl oder Anordnung der Teile 
abzuwandeln versuchten (z. B. Code MGD; vgl. Abschnitt 7.5.4), schien für 
andere die „glatte“ Form das entscheidende Kriterium zu sein (Codes, die der 
Kategorie vermutlich tragfähig zugerechnet wurden; vgl. Abschnitt 7.5.4). 
Einige wenige Fälle aus Interviews und Test lassen die Vermutung zu, dass für 
manche Lernende das Variieren einer der drei Komponenten Teil, Anteil und 
Ganzes eine schwierige Aufgabe darstellte: So gibt es Hinweise darauf, dass 
wenn bereits ein Ganzes für einen vorgegebenen Teil gefunden wurde, dieses 
Ganze auch bei sich änderndem Anteil konstant bleiben muss (bei den zeichne-
risch zu bestimmenden Ganzen z. B. in Kapitel 7, Code AG). Diese Annahme 
kann sowohl in der Vorstellung des Ganzen liegen (das Ganze als eine universel-
le Größe) als auch in der Unsicherheit der Interpretation der Zahlen im Anteil. 
Das gilt sowohl für die zeichnerische Bestimmung des Ganzen als auch für die 
rechnerische (für die rechnerische Bestimmung vgl. ebenfalls Code AG in Ab-
schnitt 7.2.2).  
So zeigten sich in der vorliegenden Untersuchung insgesamt die Relevanz des 
Ganzen und die Bedeutung seiner Qualität sowohl für eine erfolgreiche Interpre-
tation als auch Nutzung struktureller Zusammenhänge (s. a. Lamon 1994 und 
Mack 2000, die generell die Bedeutung des Ganzen herausstellen). 
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2. Forschungsfrage:  
Wie können Schwierigkeiten und Hürden von Lernenden beim Umgang mit 
Brüchen überwunden werden?  
Hier lassen sich folgende Befunde festhalten: 

1. Der Blick auf Teil, Anteil und Ganzes sensibilisiert für die Komplexität der 
Strukturierungen und Interpretationen, die Lernende vornehmen müssen.  

    Dabei ergeben sich folgende Kernbereiche: 
a) Uminterpretation des Ganzen bzw. Nutzung eines falschen Ganzen,  
b) Schwierigkeiten mit der Deutung des Zählers,  
c) fehlende relative Betrachtung; Arbeiten mit absoluten Zahlen  
d) nicht tragfähige Interpretationen von Operationen.  

2. Lernende fokussieren bei der Lösung von Aufgaben unterschiedliche 
(strukturelle) Aspekte. Das Reden über, Erkunden und Bewusstmachen von 
relevanten und nicht relevanten Strukturen kann einen Ansatz bieten, 
Lernprozesse zu unterstützen. 

 
Zu 1.: Der Blick auf Teil, Anteil und Ganzes sensibilisiert für die Komplexität der 
Strukturierungen und Interpretationen, die Lernende vornehmen müssen 
Für Lernende können sich im Zusammenhang mit dem Umgehen mit Brüchen 
vielfältige Schwierigkeiten ergeben. Diese beziehen sich auf das Herstellen von 
Zusammenhängen zwischen Teil, Anteil und Ganzem und betreffen in der vorlie-
genden Arbeit zum einen Strukturierungen von Zusammenhängen (vgl. For-
schungsfrage 1a), zum anderen die Interpretationen des Ganzen (vgl. For-
schungsfrage 1b).  
Tabelle 9-1 gibt einen Überblick über den schriftlichen Test, wobei die Bilder zu 
den Items 2a bis 2c (Bestimmen des Teils bzw. des Ganzen im diskreten Bonb-
onkontext) nicht berücksichtigt wurden: Die erste Spalte führt alle Codes auf, die 
sich auf die vier bereits angesprochenen Aspekte im Zusammenhang mit dem 
Umgang mit Brüchen beziehen: Schwierigkeiten mit dem Ganzen (d. h. es wird 
ein falsches Ganzes ausgewählt oder erzeugt), Schwierigkeiten bei der Deutung 
des Zählers des Anteils (d. h. der Zähler wird strukturell in der Konstellation 
nicht tragfähig gedeutet), fehlende relative Betrachtung (d. h. es wird mit „abso-
luten“ natürlichen Zahlen argumentiert; die Betrachtung des Ganzen fehlt) und 
nicht tragfähige Interpretation von Operationen. Dabei hängen verschiedene 
Schwierigkeiten auch miteinander zusammen, wenn z. B. die Division als unge-
eignete Operation die Umdeutung des Ganzen bewirkt.  
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Die dunkel schraffierten Felder der Tabelle enthalten die Häufigkeiten der als im 
Ansatz tragfähig eingestuften Codes, die dunklen die als nicht tragfähig einge-
stuften. Die Zahlen in den Tabellen geben dabei immer, wenn nichts anderes 
vermerkt ist, die Häufigkeiten des jeweiligen Codes pro Item an.  
Die letzte Zeile der Tabelle verdeutlicht die Aussagekraft der Perspektive auf die 
Strukturierung von Zusammenhängen zwischen Teil, Anteil und Ganzem: Sie 
gibt den Prozentsatz der Items von den jeweils insgesamt als im Ansatz bzw. 
nicht tragfähig eingeschätzten Antworten pro Item an. So wird deutlich, dass eine 
große Zahl nicht tragfähiger Bearbeitungen dieser Erhebung auf diesen Aspekt 
zurückgeführt werden kann. Gleichzeitig wird auch die Vielfalt potenzieller 
Schwierigkeiten und alternativer Deutungen in diesem Zusammenhang deutlich.  
 

Codes / Items 1a 1b 1c 2a 2b 2c 3a 3b 4a 4b 
Uminterpretation des Ganzen bzw. Nutzung eines falschen Ganzen 

AG (anderes Ganzes) 2 4  5 
aget / gget

(anders / gerecht  
geteilt) 

      15 /  
3 

8 / 
10 

14 / 
3 14 

ENKG
(Einschränkung des 

Nenners auf kleineres 
Ganzes) 

7 7 1        

MG / MGD
(mehr als das Ganze / 

~ Dreieck) 
      5 6 5 4 / 

4 

nD (neues Drittel) 9 2   
TxA (Teil mal Anteil)     6 6     

WG
(weniger als das  

Ganze) 
      1 3 6 9 

VH (Verhältnis) 6   
1S (1 Stück) 5 13   

¦ 12 20 7 0 8 15 26 31 28 36 
Schwierigkeiten mit der Deutung des Zählers

GG
(Stammbruch-Ganzes 

verdoppeln) 
     2     

Y
(„Teil mal Nenner plus 

Zähler“ / „Teil mal 
Nenner plus Zähler 

minus Teil“) 

    5 5     

NN (Nur Nenner) 2   
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Codes / Items 1a 1b 1c 2a 2b 2c 3a 3b 4a 4b 
¦ 0 0 0 2 5 7 0 0 0 0 

fehlende relative Betrachtung; Arbeiten mit absoluten Zahlen 
abs

(absolut: natürliche 
Zahlen) 

  5        

N=S
(Nenner entspricht 
Anzahl der Stücke) 

33 49 15        

G-Z
(Ganzes minus Zähler)    1       

G-A
(Ganzes minus Anteil)    1       

Z+N
(Zähler plus Nenner)    1       

¦ 33 49 20 3 0 0 0 0 0 0 
nicht tragfähige Interpretationen von Operationen 

G:A
(Ganzes durch Anteil)    2       

¦ 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 
(¦¦ ) 45 69 27 7 13 22 26 31 28 36 

alle nicht tragfähigen / 
im Ansatz tragfähigen 47 76 51 13 19 35 29 34 34 42 

Prozentsatz der Lö-
sungen, die auf 
Schwierigkeiten beim 
Strukturieren verwei-
sen, an allen nicht / im 
Ansatz tragfähigen 
Lösungen 

96 91 53 54 68 63 90 91 82 86 

Tabelle 9-1: Codes, die auf Schwierigkeiten beim Strukturieren verweisen  
(absolute Häufigkeiten; n = 153) 

 
Es zeigt sich, dass die genannten Schwierigkeiten im Hinblick auf das Strukturie-
ren über alle Konstellationen hinweg vertreten (vgl. die Gruppierung der Items 
nach Konstellationen über die Schraffierung der ersten Tabellenzeile), aber un-
terschiedlich stark verbreitet sind. Die Uminterpretation des Ganzen ist in allen 
Konstellationen und bei allen im Test untersuchten Qualitäten des Ganzen anzu-
treffen, so dass sich hier die Schwierigkeit der Strukturierung des Ganzen bzw. 
seiner Identifikation zu bestätigen scheint.  
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Zu 2.: Lernende fokussieren bei der Lösung von Aufgaben unterschiedliche 
(strukturelle) Aspekte. Das Reden über, Erkunden und Bewusstmachen von rele-
vanten und nicht relevanten Strukturen kann einen Ansatz bieten, Lernprozesse 
zu unterstützen. 
Der Blick auf die Strukturierungen, die Lernende vornehmen, insbesondere die 
Strukturierung und (individuelle) Interpretation des Ganzen, bietet eine mögliche 
Perspektive auf das Verstehen und für das Erklären von Fehlern sowie überhaupt 
für eine Sensibilisierung für nicht tragfähige Lösungen (s. a. Tab. 9-1). 
Manche oft rein syntaktischen Fehler können so manchmal auch auf inhaltliche 
Schwierigkeiten zurückgeführt werden wie etwa das komponentenweise Zu-
sammenzählen von Zähler und Nenner beim Addieren (siehe auch Malle 2004, 
Hasemann 1981, Wartha 2007). Hier kann das Wissen um mögliche inhaltliche 
Hintergründe dieser Fehler dazu beitragen, dass nicht (lediglich) auf der syntak-
tischen Ebene argumentiert wird, sondern dass auf die notwendige Strukturie-
rung z. B. des Ganzen eingegangen wird, um Einsichten in die Operation zu 
erlangen. 
In den schriftlichen Produkten, aber vor allem in den Bearbeitungsprozessen der 
Interviews zeigt sich, dass die wechselseitigen Zusammenhänge von Anteil, Teil 
und Ganzem für Lernende nicht selbsterklärend sind. So kann sich in mancher 
Lösung, die zunächst als falsche oder unvollständige Anwendung einer Rechen-
regel erscheinen mag, auch eine nicht tragfähige inhaltliche Interpretation der 
Zusammenhänge äußern. Die Verdopplung des Ganzen zum Anteil 1/3 und Teil 
6, um das Ganze zum Anteil 2/3 und Teil 6 zu finden, ist hierfür ebenso ein Bei-
spiel wie die Nichtbeachtung des Zählers für dasselbe Problem (vgl. Abschnitt 
7.3.2). Damit können strukturelle Zusammenhänge für Lernende Anlässe darstel-
len, selbst über operative Vorgehensweisen zu forschen und Einsichten in Zu-
sammenhänge zu gewinnen: „Wenn der Teil vergrößert wird und das Ganze 
gleich bleibt, was bedeutet das für den Anteil?“ etc. sind nicht-triviale Fragen, 
deren Beantwortung durch die Schülerinnen und Schüler einen Einfluss auf de-
ren Strategieentwicklung zur Bewältigung von Problemen haben kann.  
Hier können auch Bilder einen Ansatz liefern, um über Zusammenhänge zu ar-
gumentieren: Das gezielte Identifizieren und Nutzen von Strukturen kann für 
Lernende eine wichtige Strategie darstellen, Zusammenhänge zwischen Teil, 
Anteil und Ganzem zu erarbeiten. Darüberhinaus ist eine wichtige Erkenntnis, 
die sich in der vorliegenden Studie zeigte, dass die Tätigkeiten des Ablesens und 
Einzeichnens des Anteils keine direkten Umkehroperationen voneinander sind: 
Durch die triadische Beziehung zwischen Teil, Anteil und Ganzem unterscheiden 
sich beide Tätigkeiten darin, wie das Ganze genutzt und interpretiert werden 
muss. Diese Erkenntnis sollte für die Gestaltung von Lernumgebungen genutzt 
werden. 
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Die vorliegende Arbeit hat vor allem im Hinblick auf die Bearbeitungsprozesse 
gezeigt, dass der Begriff des Ganzen für Lernende mit vielfältigen Assoziationen 
und Deutungen verbunden sein kann (s. a. Forschungsfrage 1b und Kapitel 7). 
Das Wissen um diese alternativen Deutungen bietet die Chance, über diese Vor-
stellungen mit Lernenden ins Gespräch zu kommen und ihre mathematische 
Angemessenheit zu diskutieren und zu untersuchen. So kann ausgehend von 
Alltagsvorstellungen zu mathematisch notwendigen Kriterien übergegangen 
werden.  
Nicht zuletzt ist eine wichtige Erkenntnis, dass Alltagsbezüge für das Ganze 
Schülerinnen und Schülern zum einen bei der Argumentation über Zusammen-
hänge helfen können: Z. B. argumentieren Simon und Akin erfolgreich im 
selbstgewählten Kuchenkontext über die strukturellen Zusammenhänge von Teil, 
Anteil und Ganzem in Form von Kuchenstück und Kuchen (Abschnitt 8.2). Zum 
anderen können aus bestimmten Assoziationen aber auch Schwierigkeiten er-
wachsen. So fällt es Simon und Akin zunächst schwer, den „Haken“ aus drei 
Quadraten als Ganzes für das Quadrat und den Anteil 1/3 zu akzeptieren, da „ein 
kleines Quadrat zu einem vollen großen Quadrat fehlt“ (s. Abschnitt 7.6.2). Hier 
muss dann auf strukturelle Argumente zurückgegriffen werden, wie es Laura und 
Melanie beim Ergänzen zum Ganzen machen (s. Abschnitt 7.6.3). 
Letztendlich bietet der Fokus auf den Umgang mit Teil, Anteil und Ganzem auch 
die Chance für Lernende, implizit als selbstverständlich angenommene Zusam-
menhänge zu „entlarven“ und damit zur Diskussion und Reflexion zu bringen: 
Die Bearbeitungen zu Item 3c (Warum kann 1/3 genauso groß wie 1/6 sein?) 
zeigen, dass einige Lernende nur mit einem (prototypischen) Ganzen argumen-
tieren und eine Variation gar nicht unbedingt in den Blick nehmen. Diese Sicht-
weise ist allerdings beschränkt und hilft nicht, bestimmte Phänomene zu erklä-
ren.  

9.2 Konsequenzen für die Fachliche Klärung  
Die vorliegende Arbeit hat sich in ihrem Vorgehen in den Forschungsrahmen der 
Didaktischen Rekonstruktion eingebettet (vgl. Abschnitt 1.1 und 2.2). Im Fol-
genden werden aus den Ergebnissen dieser Studie Konsequenzen für die Fachli-
che Klärung gezogen: 
Im Zentrum der Untersuchung standen die strukturellen Zusammenhänge zwi-
schen Teil, Anteil und Ganzem vor dem Hintergrund eines flexiblen Umgangs 
mit Brüchen. Dabei bezog sich die Studie auf die vor allem in der englischspra-
chigen Literatur thematisierte unit-Diskussion (siehe z. B. Mack 2001, Alexander 
1997). 
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Die Arbeit hat gezeigt, dass in der Dreiheit der Komponenten Teil, Anteil, Gan-
zes eine für Lernende große Komplexität liegt. Der Blick auf die Konstellationen 
der drei Komponenten hat deutlich gemacht, dass diese jeweils mit anderen An-
forderungen an die Interpretation der Zusammenhänge verbunden sind: So stel-
len z. B. Ablesen und Einzeichnen von Anteilen keine direkten Umkehroperatio-
nen voneinander dar, sondern stellen je eigene Anforderungen an die Interpreta-
tion der Strukturen, unter anderem des Ganzen. Damit erweist sich die Schwie-
rigkeit des Herstellens von Zusammenhängen über die Aktivierung geeigneter 
Grundvorstellungen hinaus als mögliche kognitive Hürde für Lernende.  
Neben der Bewusstheit für die Relevanz des Ganzen an sich (vgl. Kapitel 3) 
rückt auch die Qualität des Ganzen in den Vordergrund: Die Hauptstudie gibt 
Hinweise darauf, dass die Qualität des Ganzen – d. h. diskret oder kontinuierlich 
bzw. weitere (individuelle) Mischformen – einen Einfluss auf die für Lernende 
verfügbaren Lösungsstrategien und Interpretationen hat. Dabei wird deutlich, 
dass das Konzept des Ganzen für Lernende Schwierigkeiten erzeugen kann, die 
sich sowohl auf dessen Identifikation als auch dessen notwendige Eigenschaften 
beziehen. So zeigt die vorliegende Studie, dass Lernende neben dem aus mathe-
matischer Sicht notwendigen strukturellen Bezug noch weitere Aspekte fokussie-
ren, die sie beim tragfähigen Umgehen mit Brüchen behindern können. Hierzu 
gehören z. B. alltagsweltliche Interpretationen dessen, was als ein Ganzes gelten 
kann oder individuelle (geometrische) gestalterische Kriterien.  
Für die Fachliche Klärung ergibt sich damit die wichtige Erkenntnis, dass das 
Ganze selbst ein zu klärendes Konzept für Lernende darstellt, das thematisiert 
werden muss. Aber auch das Erfassen der strukturellen Zusammenhänge kann 
eine Hürde für Lernende darstellen, denn sie werden z. T. intuitiv umgedeutet. 
Hier muss eine Didaktische Strukturierung diese intuitiven Vorstellungen der 
Lernenden aufgreifen und noch gezielter in die Gestaltung von Lernumgebungen 
integrieren. 

9.3 Konsequenzen für die Didaktische Strukturierung 
Die vorliegende Arbeit ist im Forschungsrahmen des langfristig angelegten For-
schungs- und Entwicklungsprojektes KOSIMA (Kontexte für sinnstiftendes Ma-
thematiklernen; vgl. Hußmann et al. 2011) entstanden. Dabei ergaben sich wech-
selseitige Berührungspunkte, die in Prediger / Link (2012) ausführlicher darge-
stellt sind: Für die Autorin ergab sich zum einen die Möglichkeit, in KOSIMA-
Klassen wertvolle Erfahrungen zu Lernendenvorstellungen im Rahmen der un-
terrichtsbegleitenden Evaluation der Lernumgebungen zu sammeln und auf Res-
sourcen des Projektes zurückzugreifen. Die Schülerinnen und Schüler der Inter-
viewstudie arbeiteten z. B. im Unterricht mit einer Lernumgebung zu Brüchen 
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aus diesem Projekt. Zum anderen sind Erkenntnisse dieser Arbeit in die Entwick-
lung zweier Lernumgebungen zu Brüchen im Rahmen des Projektes eingeflos-
sen: Die Thematisierung der richtigen Bezugsgröße wurde zentraler Einstieg für 
eine Lernumgebung zur Multiplikation von Brüchen als Anteil-vom-Anteil-
Nehmen im Schulbuch mathewerkstatt. Im Kontext der Interpretation von statis-
tischen Daten und Gruppenzugehörigkeiten werden Schülerinnen und Schüler 
dafür sensibilisiert, dass die Wahl des Ganzen für einen Anteil nicht beliebig ist 
und dass man sich Situationen zunächst geeignet strukturieren muss (Ergebnis 
der Fachlichen Klärung; s. Prediger et al. 2013, bzw. Abb. 9-1). 

 

 

 
Abb. 9-1: Einstieg in den Anteil-vom-Anteil bei KOSIMA  

aus Erprobungsfassung zu Prediger et al. 2013 © Cornelsen-Verlag 
 
Dem Strukturieren und Herstellen von Zusammenhängen zwischen Teil, Anteil 
und Ganzem wird allerdings auch bereits vor der Multiplikation Bedeutung bei-
gemessen: So werden in der mathewerkstatt beim Aufbau der Vorstellung des 
Bruchs als Teil eines Ganzen operative Veränderungen und strukturelle Zusam-
menhänge von Teil, Anteil und Ganzem immer wieder aufgegriffen, so z. B. mit 
einer variierten Form der Aufgabe zum zeichnerischen Ergänzen zum Ganzen (s. 
Barzel et al. 2012; vgl. auch die Abschnitte 7.5-7.7 und Kapitel 8 der vorliegen-
den Arbeit).  
In diesem Sinne ist die Didaktische Strukturierung als Teil der Didaktischen 
Rekonstruktion zwar nicht unmittelbarer Bestandteil der vorliegenden Arbeit, sie 
findet dennoch im übergeordneten Forschungskontext ihre Berücksichtigung. 
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„Ich verstehe eigentlich die ganzen Aufgaben nich wo der Zähler größer ist als 
eins“ (Kommentar von Lars [GeS_26, 2009] zu Testitem 2c) 
 
Lars´ (GeS_26) Kommentar bezieht sich auf Schwierigkeiten beim Umgang mit 
Brüchen im Bereich von Strukturen: Der Hinweis auf den Zähler deutet darauf 
hin, dass Lars die Art des Zählers, also eine strukturelle Eigenschaft, als ein 
Kriterium für das Rechnen – bzw. allgemeiner – den Umgang mit Brüchen sieht. 
Sein Kommentar verweist auf einen zentralen Aspekt, der Kern dieser Arbeit ist: 
Das Strukturieren und Herstellen von Zusammenhängen zwischen Teil, Anteil 
und Ganzem.  
Das Herstellen und Nutzen von Strukturen verortet sich unterhalb der Grundvor-
stellungsebene und ist in dem hier entwickelten Verständnis Ausdruck eines 
flexiblen Umgangs mit Brüchen: Wenn Lernende mit Brüchen flexibel umgehen 
sollen, so müssen sie diese Zusammenhänge und Bedingungen verstehen und 
angemessen inhaltlich interpretieren. Erst dann kann eine geeignete Grundvor-
stellung entwickelt bzw. ausgewählt werden, um das gestellte Problem angemes-
sen zu lösen.  
Der Begriff des flexiblen Umgangs mit Brüchen umfasst dabei in der hier vorge-
stellten Form folgende Aspekte: 

1. Das Bearbeiten unterschiedlicher Konstellationen (z. B. „Das Ganze und 
der Anteil sind gegeben, der Teil ist gesucht“) als Einnehmen verschiede-
ner Perspektiven auf Teil, Anteil und Ganzes. Mit diesen unterschiedli-
chen Blickwinkeln auf Zusammenhänge expliziert die vorliegende Arbeit 
drei mögliche Konstellationen, die erst zusammen eine facettenreiche 
Grundvorstellung ergeben. 

2. Das operative Vorgehen beim Herstellen von Zusammenhängen zwischen 
Teil, Anteil und Ganzem: Die Möglichkeit der Einnahme dieser drei ange-
sprochenen Perspektiven wird durch einen weiteren Aspekt ergänzt: Es 
können sowohl Zusammenhänge innerhalb einer Konstellation als auch 
zwischen Konstellationen hergestellt werden. Zum Herstellen und Erkun-
den dieser strukturellen Zusammenhänge können operative Vorgehens-
weisen genutzt werden. 

3. Die Beachtung der Qualität des Ganzen, d. h. seiner konkreten Realisie-
rung z. B. als diskrete Menge oder kontinuierliche Fläche: An die Quali-
tät des Ganzen (und damit verbunden auch des Teils) erscheinen aus em-
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pirischer Sicht bestimmte Bearbeitungsstrategien und Vorstellungen der 
Lernenden gebunden. 

4. Das Bilden und Umbilden von Einheiten als das Interpretieren von Struk-
turen: Unter dem Bilden von Einheiten wird die Strukturierung eines 
Ganzen in Teilmengen oder –stücke verstanden, die zu anderen Teilen in 
Beziehung gesetzt und somit wiederum selbst zu neuen Einheiten zusam-
mengefasst werden können. Diese Einheiten erzeugen eine Zerlegung des 
Ganzen und ermöglichen somit seine Strukturierung bzw. Beschreibung 
auf vielfältige Art und Weise. Die Identifikation eines geeigneten Bezugs-
ganzen (innerhalb einer Qualität des Ganzen) ist Voraussetzung für die 
Interpretation von und das Umgehen mit Brüchen (z. B. im Zusammen-
hang mit wechselnden Ganzen). 

In diesem Kapitel wird ein Fazit aus der vorliegenden Studie gezogen (Abschnitt 
10.1). Es folgt die Darstellung der forschungsmethodischen Grenzen (Abschnitt 
10.2) sowie die Reflexion möglicher Anschlussfragen (Abschnitt 10.3). 

10.1 Fazit 
Die vorliegende Arbeit leistet einen Beitrag zur Didaktischen Rekonstruktion des 
Umgangs mit Brüchen, indem sie für die vielfältigen Strukturierungen der Be-
ziehung von Teil, Anteil und Ganzem durch Lernende jenseits der Grundvorstel-
lungen sensibilisiert: Sie untersucht und analysiert damit explizit die in verschie-
denen Studien zwar bereits z. T. auftauchenden, jedoch häufig nicht systematisch 
untersuchten Schwierigkeiten von Lernenden im Zusammenhang flexibler Struk-
turierungen. Als Ergebnis dieser Arbeit lassen sich folgende Kernaussagen for-
mulieren: 

1. Die in den Grundvorstellungen angelegte Komplexität äußert sich in viel-
fältigen strukturellen Zusammenhängen zwischen Teil, Anteil und Gan-
zem, die Lernende erfassen und deuten müssen, um mit Brüchen umgehen 
zu können.  

2. Der Fokus auf die Zusammenhänge zwischen Teil, Anteil und Ganzem lie-
fert Einblicke in und Möglichkeiten der Beschreibung von komplexe(n) 
Strukturierungen von Lernenden: So zeigt sich, dass Lernende für man-
che Aufgaben gleiche Ergebnisse generieren, dass sich aber ihre Begrün-
dungen und Deutungen auf ganz unterschiedlichen Ebenen verorten kön-
nen.  

3. Das Hineinsehen und Interpretieren von Strukturen und Zusammenhän-
gen (z. B. in Bilder) erweist sich als zentral für einen (flexiblen) Umgang 
mit Brüchen: Lernende interpretieren die ihnen vorgegebenen Strukturen 



10.2 Forschungsmethodische Grenzen 353 

und Zusammenhänge und deuten diese dabei auch um. Wichtig ist dabei, 
dass die Umstrukturierungen noch mit der vorgegebenen Konstellation 
kompatibel sind. In der Beachtung struktureller Zusammenhänge wird der 
didaktische Wert der hauptsächlich anglo-amerikanischen unit-Diskussion 
deutlich. 

4. Es gibt Hinweise dazu, dass ein Verständnis für Zusammenhänge durch 
operative Vorgehensweisen angebahnt bzw. unterstützt werden kann. Da-
bei zeichnen sich diese nicht-standardisierten Zugänge durch ihre Reich-
haltigkeit, Vielfältigkeit und Flexibilität aus. 

5. Das Ganze spielt für die Interpretation und Strukturierung eine zentrale 
Rolle:  

o Mit dem Begriff „Ganzes“ sind bereits viele außermathemati-
sche Assoziationen verbunden, die in seine Interpretation mit 
hineinspielen.  

o Bestimmte Strategien und Vorgehensweisen scheinen an be-
stimmte Qualitäten des Ganzen gebunden zu sein. 

6. Der Fokus auf die Konstellationen sensibilisiert dafür, dass es beim Um-
gang mit Brüchen um triadische (und nicht dyadische) Zusammenhänge 
geht: Konstellation I (Bestimmen des Teils) und Konstellation II (Bestim-
men des Anteils) stellen z. B. ganz unterschiedliche Anforderungen dar, so 
dass beim Bestimmen des Teils bzw. des Anteils Strukturen jeweils an-
ders gedeutet werden müssen: So müssen z. B. zunächst Strukturen in das 
Ganze hinein gelesen werden, bzw. es muss überhaupt das richtige Ganze 
identifiziert werden. Damit ist stets die gleichzeitige Berücksichtigung al-
ler drei Komponenten (Teil, Anteil und Ganzes) notwendig. 

 
Letztendlich zeigt sich in den empirischen Daten, dass Lernende z. T. ganz ande-
re Vorstellungen vom Ganzen aktivieren, als dies aus fachlicher Sicht notwendig 
und tragfähig wäre. Diese Vorstellungen können ihnen z. T. helfen, komplexe 
Einsichten in Strukturen zu gewinnen, z. T. können sie aber auch hinderlich sein. 
Hier ist das Wissen um solche Interpretationen hilfreich, um Bearbeitungen von 
Lernenden richtig zu deuten und didaktisch angemessen handeln zu können.  

10.2 Forschungsmethodische Grenzen  
Mit dem hier gewählten Zugriff auf den flexiblen Umgang mit Brüchen konnten 
wichtige Erkenntnisse im Hinblick auf die Forschungsfragen gewonnen werden. 
Dabei ergaben sich jedoch auch forschungsmethodische Grenzen: 
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Die in dieser Studie untersuchten Lernendengruppen setzen sich aufgrund der 
angestrebten Tiefenanalyse von Prozessen und individuellen Strukturierungen 
notwendigerweise aus einer eher begrenzten Anzahl von Schülerinnen und Schü-
lern zusammen. Auch die klassenspezifischen Lerngelegenheiten zu Brüchen 
konnten – außer für die Interviewstudie – nicht für alle Schülerinnen und Schüler 
erfasst werden, jedoch kann für die Paper-Pencil-Test-Studie der Kernlehrplan 
ebenso wie die Befragung der Lehrenden zumindest eine Orientierung bieten. 
Letztendlich dient der Test gerade dazu, auch verpasste Lernchancen von Ler-
nenden zu identifizieren. 
Die Wahl verschiedener Lernendengruppen für die Interviews und die schriftli-
che Erhebung bietet sich hier aufgrund der verfolgten Prozess- und Lernstands-
perspektive vor bzw. nach der systematischen Erarbeitung der entsprechenden 
Inhalte zu denselben bzw. zu inhaltlich ähnlichen Aufgaben an. Gleichwohl kann 
damit keine Aussage über Lernprozesse und –verläufe getroffen werden (die hier 
allerdings auch nicht angestrebt wird). 
Im Hinblick auf die Aufgaben zeigte sich in der schriftlichen Erhebung, dass 
diese teilweise auch nach mehrfacher Überarbeitung z. T. noch informativer und 
zugänglicher formuliert werden können. 
Manche Lösungen, die Lernende in der schriftlichen Erhebung gaben, verbleiben 
mit einer größeren interpretativen Unschärfe: So gibt es z. T. einige Bearbeitun-
gen, die keinem inhaltlichen Code zugeordnet werden konnten (sonstige) oder 
aber aufgrund möglicher Zeichenungenauigkeiten einen ambivalenten Status 
erhielten (Kategorie vermutlich tragfähig für Aufgabe 4). Im Ganzen überwiegen 
jedoch die interpretierbaren Lösungen. 
Letztendlich wären noch weiterführende Fragestellungen im Kontext des flexib-
len Umgangs mit Brüchen denkbar gewesen, deren Untersuchung allerdings im 
Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht mehr zu leisten ist. 

10.3 Reflexion möglicher Anschlussfragen 
Die vorliegende Arbeit liefert aufschlussreiche empirische Einblicke in die Viel-
falt und Bedeutung (flexibler) Strukturierungen und Zusammenhänge, die Ler-
nende beim Umgehen mit Brüchen herstellen. Dabei wurden auch potenzielle 
Schwierigkeiten und (epistemologische) Hürden dargestellt, die sie hierbei erfah-
ren.  
In diesem Abschnitt werden mögliche Anschlussfragen an die vorliegende Studie 
formuliert, die zwei Fragenkomplexen zugeordnet werden können: 
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Fragenkomplex 1:  
Systematische Variation der Qualität des Ganzen und der Konstellationen 
Die empirischen Daten verweisen darauf, dass die Strukturierungen, die Lernen-
de vornehmen, durch die Qualität des Ganzen und die Art der Konstellation be-
einflusst werden können. Hier sind systematische Untersuchungen denkbar, die 
gezielt die einzelnen Konstellationen zusammen mit der Qualität des Ganzen im 
Sinne einer Kreuztabelle variieren, um noch systematischere Einblicke z. B. in 
die Bedingungen für das Gelingen oder Gründe für das Scheitern von Strukturie-
rungen (auch mit unechten Brüchen) zu erhalten:  

• Welche Vorgehensweisen beim Strukturieren werden mit welchen Kombi-
nationen der Qualität des Ganzen und der Konstellationen (besonders / 
weniger erfolgreich) genutzt? 

• Welche Faktoren (sowohl auf die mathematischen Strukturen als auch auf 
individuelle Lernendenperspektiven bezogen) haben einen Einfluss da-
rauf, dass manchen Lernenden das Strukturieren gut gelingt, es für andere 
jedoch eine Hürde darstellt? 

Fragenkomplex 2:  
Systematische Untersuchung der Inter-Perspektive  
In der vorliegenden Arbeit wurde im Zusammenhang mit den verschiedenen 
Konstellationen die Inter-Perspektive (Zusammenhänge zwischen verschiedenen 
Konstellationen) dargestellt. Sie ist mit einem Item vertieft analysiert worden. In 
weiteren Arbeiten wäre eine systematische Analyse dieser Perspektive im Hin-
blick auf ihre Bedeutung für die (Weiter-)Entwicklung von Wissen über Struktu-
ren und über Zusammenhänge von Teil, Anteil und Ganzem aufschlussreich. 
An diese beiden Fragenkomplexe lassen sich schließlich weiterführende Frage-
stellungen zu gezielten Fördermaßnahmen im Hinblick auf Strukturierungen 
anschließen. 
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Schluss 
Die vorliegende Arbeit soll für die komplexen Strukturierungsleistungen aber 
auch kognitiven Hürden sensibilisieren, die sich hinter einem flexiblen Umgang 
mit Brüchen für Lernende verbergen: Die hier befragten Schülerinnen und Schü-
ler haben gezeigt, wie vielfältig diese Zusammenhänge hergestellt werden kön-
nen. Gleichzeitig haben sie auch gezeigt, dass sie z. T. ganz andere Vorstellungen 
von diesen Zusammenhängen haben bzw. entwickeln und dass sie auch z. T. ganz 
andere Kriterien und Eigenschaften fokussieren, als wir es vielleicht erwarten 
würden.  
Mit der Untersuchung der hier beschriebenen Strukturierungen und Interpretatio-
nen leistet die vorliegende Arbeit damit einen Beitrag zur Grundlagenforschung 
zum (flexiblen) Umgang mit Brüchen. 
 
 
 
 
 

 
 

 

„…ja lass mal, weil eigentlich ein Ganzes muss ja voll ausgefüllt 
sein [...] - das kann ja jetzt nicht, ich kann ja auch nicht - ähm w- ne 
Wurst, Wurst stopfen hier und die hört dann hier auf [...] und geht 
dann hier weiter“  
(Simon [Interview I(8), Z. 66] zur Frage ob der „Haken“ oben ein 
Ganzes zum kleinen Quadrat sein kann, wenn dieses 1/3 vom Gan-
zen ist) 
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